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Rezumat: in lucrare sunt prezentate citeva modele si algoritmi pentru planificarea si programarea productiei
integrate. Planificarea pe termen mediu necesitd agregarea, care poate fi realizatd in raport cu timpul, resursele si
activitatile productive. Agregarea este in mare masurad o tehnica folosita pentru reducerea complexitatii calculului in
problemele de optimizare combinatoriala. Noi ilustrdim meritele unei organizatii virtuale folosind arhitectura unui
sistem de fabricatie distribuit. De asemenea, prezentdm algoritmi de determinare a cuplajelor maximale cu lungimea
arcelor minimd in graful atagat problemei de alocare, pentru gasirea solutiei problemei Dirichlet si a problemei de
potential-tensiune care apare intr-un model de ordonare in timp a sarcinilor.

Cuvinte cheie: algoritm, plan, agregare, ordonare, alocare, transfer, graf.

Abstract: In this paper we present some models and algorithms for the integrated production planning and
scheduling. Production planning on the medium-term horizon requires aggregation, which can be performed with
respect to time, resources, and production activities. Aggregation is a widely used technique for reducing the
computational complexity of combinatorial optimization problems. We illustrate the merits of a virtual organization
with a distributed manufacturing system architecture. We present algorithms for the determination of maximal
couplings with minimal arch length in the graph attached to an allocation problem, and for the determination of the
solution of Dirichlet problem and of the potential-voltage problem which appear in a task scheduling model

Key words: algorithm, schedule, order, allocation, transfer, graph.

1. Introducere

Planificarea productiei (PP) poate fi definitd ca un proces de strategii stabilite pentru
convertirea materialelor brute in produse finite astfel incat resursele prelucrate sa fie utilizate
eficient. In acest proces sunt implicati factori precum: forta de munca, nivelul stocurilor (surplus
/ lipsd), capacitatea si rata productiei (fixe / variabile), cererea previzibild (determinista /
stochasticd), orizontul de planificare (lung / mediu / scurt), planificarea organizationala
(strategica / tactica / operationald) si mediu de productie. Diferitele modele de probleme PP pot
fi clasificate in doua categorii: modele de planificarea productiei monolitice (MPP) si modele de
planificare a productiei ierarhice (HPP). A doua categorie are caracteristici top-down si deciziile
sunt luate secvential. Mai intai sunt luate deciziile agregate si determinate restrictiile care se
impun asupra deciziilor detaliate. Deciziile detaliate furnizeaza feedback-ul pentru evaluarea
calitatii deciziilor agregate. Diferenta majora intre modelele ierarhice si monolitice este
existenta nivelurilor de structurd in modelele HPP ce reduc varianta datelor, complexitatea
problemei de planificare a productiei si o Tmpart intr-un numir mai mare sau mai mic de
subprobleme independente integrate prin cateva interfete. Aceasta abordare este consistentd cu
nivelul organizational si deciziile ce conduc la performantd mai buna a acestui tip de model
comparativ cu altele [5]. Activitatea de replanificare joacd un rol important pentru performanta
si robustetea sistemelor de fabricatie distribuiti bazate pe modele dinamice. In acest context,
este de dorit sd se invoce o schema de replanificare on-line in care modificarile de planificare
sunt executate concurent cu actiunile obisnuite de productie. Astfel, in contrast cu replanificarea
off-line, care este facutdi in timp ce actiunile obisnuite de productie sunt suspendate,
replanificarea on-line poate fi asumati ca o actiune cu prioritate mai mare. Intr-un sistem de
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fabricatie centralizat, sarcina replanificarii este traditional facutd si maximizeze iesirile. Din
contra, obiectivul fundamental al sarcinii de replanificare in productia multi-agent este sa
furnizeze criterii flexibile, de exemplu minimizarea perturbatiei sau echilibrarea fortei de munca
pe resursele agentilor.

Noi presupunem ca: i) fiecare task are are actiunile constituente distribuite pe resurse pentru
executia concurentd; ii) fiecare agent Indeplineste functia de management, adica actiunile de
planificare si migrare, pentru una sau mai multe resurse paralele pe care le controleaza.

O definitie a unei organizatii virtuale (VO) este [10]: o retea temporara de companii ce
conlucreaza la exploatarea oportunitatilor care apar si se dezvoltd cu mare rapiditate.
Managementul VO constd in organizarea, alocarea si coordonarea resurselor si activitatilor
corespunzatoare acestora, precum si gestionarea relatiilor interorganizationale, cu scopul de a
atinge obiectivele propuse in conditiile respectarii restrictiilor impuse. Mai multi factori conduc
sau determina activitatile de business catre utilizarea unei structuri de organizatie virtuala:
viteza afacerilor, costul intrarii pe piatd, ghidarea mai mult dupa cerintele clientilor, nevoia
crescanda pentru globalizare. Retelele ce colaboreaza devin din ce in ce mai importante in sfera
business-ului regional si global, datorita abilitdtii lor de a combina (imbina) competentele
organizationale. Cresterea considerabild a tranzactiilor si a schimburilor intre firme impune
utilizarea unor modele suport de decizii si algoritmi eficienti pentru administrarea cat mai buna
a relatiilor din retea [11].

Prezentam cateva notiuni si rezultate din teoria grafurilor care sunt utilizate 1n lucrare.

p—— + . .
Fie G_(X’U) un graf finit si conex. Notdm cu O submultimea arcelor (X' ’ XJ) cu
Xi €A g Xj €A icu @a submultimea arcelor (Xi,Xj) cu X €A gi X; €A ynde Ac X .
Functia 4 definiti ~ pe u astfel ~ Tncat =) et si

= == este  un flux compatibil cu surplusurile

G“@f?‘%- -C@ in G. Fie 7=(U,W»---) un ciclu in G cu arcele separate in doua multimi

A1(7 ) si Ay (7 ) dupa cum sensul lor coincide sau nu cu sensul de parcurgere a ciclului.
Functia 7 definita pe U care indeplineste conditia = > este 0
tensiune (sau diferentd de potential) in G. Consideram o functie r definitd pe U, unde valoarea
i :r(uj) se numeste rezistenta arcului Yj. Pentru fiecare arc Yj avem ¥j-93 =75, unde
4 =¢(Uj) si 7% =7Z(Uj). Notand cu S matricea incidentelor lui G, adica elementele ei sunt
+
+1, u; cax

S} =11y ea;;, avem S-@=0_ Daci R este matricea diagonald cu elementele

_ r: , i :j _ 1
n= -, atunci Re=pR=7 Folosind conductanta (capacitatea) Cj =7 aarcului
J =j ri

=

u . . . i q ’ i :j ..

j si notand C matricea diagonala cu elementele c; = Qi=j avem C-7=@_ Fiind data
tensiunea z n G, alegem un Varf oarecare x; si ii asociem numarul P; =0, Trecand la un varf
adiacent X« i atribuim numirul R=—TIP—=O>% si continuam pana epuizam X (este
posibil fiindcd G este conex). Am definit astfel pe X o functie p numitd potentialul grafului

(poate fi definita si luind IR=PH=OE>K)). Avem S’ - p=7 (sau varianta S' - p=—2).
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2. Modelarea agregata in planificarea productiei

Planificarea productiei pe termen mediu necesitd agregarea. Agregarea poate fi facutd in
raport cu timpul, resursele si activitdtile de productie. Agregarea este Tn mare masura o tehnica
utilizata pentru reducerea complexitdtii computationale a problemelor de optimizare
combinatoriale. Rezolvarea problemei agregate constd in trei pasi principali. In primul pas,
modelul detaliat al problemei este agregat, adica mai multe variabile ale modelului detaliat sunt
inlocuite de o variabild agregatd si mai multe restrictii de o restrictie agregatd. Apoi modelul
agregat rezultat este rezolvat cu algoritmi adecvati. In final, in pasul de dezagregare, rezultatele
acceptate pe nivelul agregat sunt proiectate Thapoi la nivelul detaliat.

In problema de planificare pe termen mediu, noi considerim ferestre de timp fixe dar
permitem capacitati flexibile. Criteriile noastre de optimizare sunt minimizarea capacititii
suplimentare necesare §i minimizarea duratei procesului (sau minimizarea productiei
neterminate, engl. ,,Work In Progress” - WIP ). In problema de planificare a productiei detaliata
exista o multime de proiecte PRO care sa fie executate in orizontul de planificare. Fiecare

proiect P € PRO este caracterizat de cel mai devreme moment de start est, si de cel mai tarziu
moment de terminare Ift,. Proiectul P cuprinde o multime de cerinte (sarcini, task-uri) nevida
Tp . Problema de planificare a proiectelor cu resurse restrictionate (RCPSP) este definitd de o
multime de taskuri T §i o multime de resurse R. Fiecare task t €T are o duratd fixatd d, si
necesitd o unitate de resurse cumulate reinnoibile r(t) € R pe toatd lungimea perioadei de

executie a lui. Capacitatea resursei ' este notata prin (r) aceasta insemnand ca r este capabil

sd proceseze cel mult q(r) taskuri in acelasi timp. Mai mult, taskurile ce apartin aceluiasi
proiect pot fi conectate prin restrictii de precedentd end-to-start. Restrictia de precedenta

(t, > t,) arata ca taskul Y trebuie terminat Tainte de startul taskului L2, adica endt1 < sttz .

Solutia unei RCPSP consta in determinarea timpilor de start admisibili st, pentru taskuri
astfel ca toate restrictiile temporale, de precedenta si resurse sunt verificate si functia obiectiv
este minimizata. Cand planificarea este pe termen mediu consideram capacitati flexibile, adica,
capacitatea normala (r) a resursei r poate fi extinsa prin capacitati suplimentare — cum ar fi

prin subcontractare sau overtime —, la un cost proportional cu cantitatea si durata de utilizare.
Mai intai se minimizeazd costul resurselor suplimentare si WIP in runda doua, cu marginea
precedenta asupra utilizarii resurselor suplimentare. O ipoteza de baza este ci toate materialele
neprelucrate ale unui proiect sunt in stoc la startul proiectului, putand astfel utiliza urmatoarea

formuld pentru calculul WIP: WIP =¥ wp -(Iftp —stp ) unde stp = minst, €ste timpul de
PePRO teTp

start al proiectului P si w,, este un factor de pondere specific proiectului.

In problemele de planificare pe termen scurt consideram capacitatile resursei fixe si
neextensibile. Capacittile g(r) sunt o multime de valori determinate dintr-un plan pe termen

mediu. Se minimizeaza durata fabricatiei, adica timpul maxim de terminare a taskurilor. O
extensie a problemei de planificare a proiectelor cu resurse restrictionate (RCPSP) a fost
propusa recent de Kis, Markus si altii [8], problema numitd RCPSP cu activitati cu intensitate
variabila (RCPSVP). In extensie se lucreazi cu intensitate variabild, activitati cu volum fix si
resurse divizibile continuu care se potrivesc cerintelor planificarii productiei mai bine decat
RCPSP, fiind destinatd planificarii detaliate, la nivel de produs. Un exemplu de problema
RCPSVP este dat de o mulfime finitda PRO de proiecte, o multime ACT a activitatilor din
proiecte, o mulfime R a resurselor reinnoibile continuu divizibile si un graf aciclic

G= (ACT, E) reprezentand restrictiile de precedentd sfarsit-inceput dintre activitati. Fiecare

activitate Ae ACT trebuie sa fie in intregime procesata intre cel mai devreme moment de start
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al sdu est, si cel mai tarziu moment de terminare Ift, . Orizontul de timp este imparfit in unitati
discrete de timp, in fiecare unitate de timp z se executa o parte fo a activitatii A, xTA este

intensitatea lui ATh 7 si X, XTA =1. Mai mult, existd o intensitate maxima Ja definitd pentru

fiecare activitate A. Fiecare activitate poate necesita utilizarea simultand a unor resurse,
proportional cu intensitatea ei. De aici, dacd ntreaga procesare a activitatii A necesitd un efort

A

total gf pe resursa r, atunci ea ocupa grA-xT unitati ale acestei resurse la momentul 7.

Fiecare resursi I € R are o capacitate normald de q; unitati, ce este disponibila si liberd la
schimbare si o capacitate aditional suplimentara de dfr unititi la un cost de CTr pentru fiecare
unitate suplimentard utilizatd. Solutia problemei RCPSVP constd in determinarea unei

. e yA . . . . . a A “ ..
intensitati X; pentru fiecare activitate A si unitate de timp 7 astfel Tncat sunt indeplinite
constrangerile temporale si de precedentd, cererea de resursda nu depaseste resursa disponibild in
orice unitate de timp si costul total al capacitatii suplimentare utilizate este minim.

Procedura de agregare este bazata pe partitionarea arborilor de proiect in subarbori conecsi
si unirea taskurilor care apartin aceluiasi subarbore intr-o singura activitate agregatd. Parametrii
problemei agregate pot fi calculati dupa cum urmeaza:

- pentru fiecare restrictie de precedentd t, — t, in modelul detaliat, daca taskurile t; si t,
sunt inserate in doud activitdti diferite A; si A,, atunci este stabilitd intre activitati
restrictia de precedentd A, — A,, altfel restrictia de precedentd este omisd din modelul

agregat. Se observa ca graful precedentelor dintre activitati va fi tot un arbore.

- dacd notim durata minima a activitatii A prin d (A) si cu Ha un factor de siguranta al

activitatii, atunci intensitatea maxima a acestei activitati este ix=min|1 Hp® |,
A d]
d(A)

- timpii cei mai devreme de start est, si timpii cei mai tarzii de terminare Ift, ai activitatilor
sunt stabiliti dupd timpii proiectelor corespunzétoare. Se presupune cd acestia sunt multiplii
intregi de lungimea unitatii de timp agregate ©. In timpul solutionarii problemei de
planificare, rezolvitorul este capabil sd deduci ferestre de timp mai mari pentru activitatile
care sunt conectate cu altele prin restrictii de precedenta.

- Modelul agregat utilizeaza aceeasi multime de resurse ca reprezentarea detaliata.
e r . 9 e . .
Capacitatile agregate U; sunt calculate ca o integrala a capacitatilor detaliate peste unitatea

de timp agregatd 7 , redusd printr-un factor de siguranta al resursei AR . Sugerim aplicarea
capacitatilor suplimentare infinite pentru a se evita, de exemplu, problema fara solutie.

- In sfarsit, cerintele de resursa pe o activitate sunt sumele cerintelor de resursa ale taskurilor

continute, adici g‘A=t eq%;-rq

Definitia 1. Modelul agregat al unui proiect este o partitie a arborelui proiectului in
subarbori conecsi astfel ca:

- duratele activitatilor corespunzdtoare subarborilor sunt marginite superior de u, -©®, care
ajuta la fezabilitatea abordarii agregarii;

- inaltimea partitiondrii este minima, pentru ca sd asigure optimalitatea agregarii potrivit
criteriului de WIP minim;

- de asemenea, cu conditiile necesare de mai sus, cardinalitatea partitiei este minima, astfel ca
modelul agregat este pastrat cat mai compact posibil.
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Procedura de agregare / dezagregare prezentata este realizabila in timp. Dupa cele de mai
sus despre aproximarea fezabilitatii, putem determina optimalitatea procedurii de agregare /
dezagregare potrivit criteriului de WIP minim, cu omiterea restrictiilor de resursa. Pentru acest

scop notam planul agregat optimal cu IT" si planul detaliat optimal cu T'*. Existd o dezagregare
posibila care va fi notata cu Fn* .

Teorema 1. Daca restrictiile de resursa sunt omise, atunci

WIP(T . ) SWIP(F*)+®-P€%ROWP .

Demonstratie: Omitand restrictiile de resursa, ambele planuri IT" si T se compun din
activitati/taskuri deplasate dreapta catre timpul cel mai tarziu de terminare al proiectului,

deoarece aceasta este permisa de restrictiile de precedenti din proiect. Se observi ca I'" induce
o partitie a fiecarui arbore de proiect in care 0 componenta este multimea task-urilor proiectului
care sunt executate ntr-o unitate de timp agregatd. Toate aceste componente au marginea
superioarda ® pentru durata activitatii corespunzatoare. Totusi, inalfimea partitiilor induse de

I'* nu poate fi mai mici decat aceea a partitiilor de iniltime minima folosite pentru pregitirea
lui TT". Aceasta implicd faptul ci timpul de start actual al proiectelor din I'* cade ntr-un
segment al orizontului detaliat ce corespunde timpului de start agregat al proiectului in IT". De

aici, din Fn* , fiecare proiect starteazi cel mult @ mai devreme decat in T'*. In consecinti,
avem WIP(F )£WIP e > ws-
e (™) PcPRO T

Fiecare task i este realizat asupra unor resurse k (posibil mai multe) din care necesita o

cantitate datd fik . Fiecare resursa k este disponibild intr-o cantitate dati Ry. Pentru fiecare task i
este datd durata d; precum si o multime de restrictii de precedenta (i << j), constrangand ca i sa
fie terminat Tnainte de startarea lui j. Toate datele sunt intregi. Problema este rezolvatd cand se
gaseste o mulfime de date intregi de startare S; astfel ca:

- pentru toate restrictiile de precedentd cu i <<j: S;+di<§; @
- pentru toate resursele k si toti timpii t : 5 e <R, 2
{i |s;<t<s;+d;}

Scopul este sa se minimizeze timpul cel mai tarziu de terminare (S; + d;) peste toate taskurile
i. Solutiile tehnice pentru planificarea si programarea productiei au primit atentia cuvenita in
ultimele decade. Planificarea pe termen mediu necesita agregarea. Agregarea poate fi realizatad
in raport cu timpul, resursele si activitatile de productie. Metodologia agregarii a fost extensiv
studiatda in cAmpul programarii liniare. In sistemele de fabricatie la comandi, problema
programarii detaliate a productiei poate fi prinsa prin modelul clasic al problemei de programare
cu restrictii (RCPSP) [1].

Se considerd ci obiectele primare Xi» disponibile in cantititile a,i=1m dau prin

prelucrare in unitatile z;, jzﬁ, produsele z,, k =]Tq in cantitatile b, astfel incat sa se

consume  disponibilitétile g, I se asociazda un graf cu  varfurile
X :{xl,...,xm,yl,...,yn,zl,...,zq} si U multimea arcelor. Vom considera ca se utilizeaza
toatd gama obiectelor primare si ca se acopera tot spectrul de produse, adicad graful este conex.
Vom nota cu Cij cantitatea din X; consumatd de Yy; pentru a da pe unitatea potentialului siu

cantitatea dkj din produsul z, . Fixand j avem Zcij >y dJ . Modelul matematico-economic al
i k

repartizdrii materialelor (obiectelor primare) conduce la urmétoarea problemd (problema
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Dirichlet): pentru G =(X,U) un graf conex si fard bucle, o un vector avand coordonatele n

varfurile % € X sir o rezistentd pe U, se cautd un flux ¢ compatibil cu o astfel ca ¢-r si fie
o0 tensiune In G. Daci r, >0,V j,atunci soluia exista si este unicd.

Cand G are un prim varf si un varf ultim (intrarea si iesirea) avem S-C-S' - p = o. Cand
nu exista aceste varfuri, ele pot fi introduse fictiv unindu-le de minimele sau maximele grafului
prin arce de rezistenta infinita.

Astfel G este retea si functia ¢ defineste un flux in retea daca 0 < (p(u) <c (u) YueU

si X @(u)- ¥ ¢(u)=0, VxeX. In acest caz algoritmul Ford — Fulkerson furnizeaza
— +

UECUX UGCL)X

fluxul maximal. In problema de programare detaliati a productiei exista o multime de proiecte
care urmeazd si fie executate Th orizontul de planificare-programare. Fiecare proiect P din

multime este caracterizat prin cel mai devreme moment de start estp si timpul cel mai tarziu de
terminare Ift, . Proiectul P cuprinde o multime de taskuri nevide Tp . Multimea totala de taskuri
este notatd cu T si fiecare task teT are o duratd fixatd d; si necesitd o unitate de resursa

cumulativa reinnoibild r(t) € R pe toata durata executiei sale. Capacitatea de resursa r este

notata prin 4 (r) Mai mult, taskurile ce apartin aceluiasi proiect pot fi conectate prin restrictii
de precedenta terminat-pornit. Restrictia de precedenta (t;, —t,) aratd cad taskul b trebuie

terminat Tnainte de pornirea taskului 'z, adica end; <st, .

Reprezentam problema dupa cum urmeaza. Un program IT este definit printr-un cvadruplu
{X, D,C, O} unde X = {xi} denotd o multime finita de variabile, fiecare variabila x; poate lua
o valoare din domeniul sdu D;, C este o multime de restrictii definite pe variabile, iar O
reprezintd o functie obiectiv. Multimea de variabile prezente 1n restrictia N-ara
C(Xil""’X‘N )ec, pe scurt c, este notata cu X, ={x

X

Iy } . Atunci, solutia programului

il,..

este 0 acoperire S a variabilelor, adicd Wéqﬁeﬁ, astfel ca toate restrictiile si fie

satisfacute ‘qzé%_, . Functia obiectiv O atageaza un numdar real unei

solutii S. Dacd O =0, adica se cauta o solutie arbitrara, atunci Il este o problema cu restrictii
satisfacute, altfel discutam despre o problema de optimizare cu restrictii, optimizarea insemnand
minimizarea lui O. Problema de planificare a proiectelor cu resurse restrictionate, cum a fost
descrisa mai 1nainte, poate fi formulatd in acest cadru dupa cum urmeaza. Variabilele sunt

timpii de start st, ai task-urilor t €T . Duratele d, sunt presupuse sa fie intregi si in consecintd
domeniul initial al fiecarei variabile timp de start este o multime de intregi de la 0 la un numar
suficient de mare. Cateva modele de planificare atribuie trei variabile fiecarui task: st, d; si

end, cautand sa rezolve probleme unde duratele nu sunt cunoscute in avans. Aceste domenii

sunt mai tarziu inchise prin restrictii. Functiile Dmin si Dmax returneaza minimul i respectiv
maximul domeniului variabilei date. Astfel, timpul cel mai devreme de start al task-ului t este

est, =D (L), timpul cel mai tarziu de start al lui t este Ist; = Dmax(st; ), timpul cel mai

devreme de terminare al lui t este Eﬂézmﬁ)-"i timpul cel mai tarziu de terminare al
lui t este M —EDEMK )€ Daci sty este finit, atunci timpul de sfarsit al lui t va fi notat
prin end; = st; +d;. Fereastra de timp a lui t este intervalul [estt,lftt] . Problemele de

planificare reale contin adesea subprobleme corespunzatoare productiei mai multor produse
identice sau membrii ai aceleiasi familii de produse. Sugeram o metodad pentru reducerea unei
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parti din deciziile de ordonare intre task-urile corespunzatoare proiectelor similare. Aceasta se
realizeazd prin insertia restrictiilor de precedentd in reprezentarea problemei, fiind astfel
posibild o reducere semnificativa a spatiului de cautare. Vom introduce cateva notiuni utilizate
in solutionarea problemelor de planificare.

Definitia 2. Doud multimi de taskuri P si Q sunt izomorfe (notim P =Q ) daci si numai

daci existd o bijectie intre ele fB:P «>Q astfel ca pentru fiecare pereche de taskuri P € P si

qeQ,
B(p.a)=d, =dyar(p)=r(q) si

B(P o) AB(Py0) = (P py) & (0 > y).

Definitia 3. O multime de taskuri PcT este inchisd daca si numai dacd ea este o
componentd conexd maximala 1n graful de precedente al lui T.

Definitia 4. Spunem ca multimile inchise de task-uri P si Q sunt o pereche progresiva daca
si numai daci exista P 'cP si Q* < Q astfel incat P = Q* si nu exista precedente care vin in

* Ed
P" si care pleacd din Q . Aceasti relatie o notim P — Q.

Multimile inchise de cerinte (taskuri) intr-o problemad de planificare sunt definite fara
ambiguitati. La fel relatiile perechii progresive sunt determinate neambiguu mai putin pentru
doua multimi inchise de taskuri P si Q izomorfe, P =Q, in care directia relatiei dintre ele va fi

aleasa arbitrar.
Definitia 5. O solutie a unei probleme de planificare este numita progresiva daca si numai

N
daca pentru fiecare pereche progresiva P — Q, executia lui P precede Q, in sensul formal ca

pentru fiecare pereche de taskuri peP* si qu* astfel ca ﬂ(p,q) atunci p——>¢

(restrictia de precedentd start-to-start, adica st, <st;). Vom referi acest tip de restrictii de

precedenta start-to-start ca restrictii progresive.
Notam ca daca resursa r( p) este unara, atunci ( p——> q) = ( p— q).

Teorema 2. Daca problema de planificare are solutie, atunci ea are o solutie progresiva.

Demonstratie: Se aratd cu un algoritm care pleacd de la o solutie arbitrard a problemei si
prin perechi de task-uri schimbate iterativ genereazi o solutie progresiva. In fiecare pas al

N
algoritmului se selecteaza o pereche progresiva P — Q astfel ca niste restrictii progresive

dintre P si Q sunt incalcate in actualul program (plan) S. Atunci algoritmul determina un
program modificat S’ prin schimbarea tuturor perechilor de taskuri din P si Q care incalca
restrictiile progresive dupa cum urmeaza: V peP,qeQ: ,8( p, q) A Stg > stg = Strs)' = Stg, si
S
q
atins intr-un numar finit de pasi, deoarece algoritmul realizeaza o sortare peste multimile inchise
de taskuri in acord cu ordinea partiala definita de relatiile perechilor progresive. De aici se arata
ca insertia restrictiilor progresive potrivit definitiei 5 prezerva consistenta problemei de
planificare-programare.

st = st[S). Pentru toate celelalte taskuri teT, stf' = stts. S este fezabil [4], mai mult el este

Urmatorul algoritm euristic [8] este utilizat pentru construirea solutiilor partial completabile
ale problemelor de planificare. Pentru fiecare resursa r € R definim

M:’T ={t|teTPS /\r(t):r/\(stt sTsendt)} si

Revista Romana de Informatica si Automatica, vol. 20, nr. 1, 2010 113



M, ={t|tezTF>S Ar(t)=rA(est, grslftt)}.

Algoritmul poate fi rulat odata in fiecare nod cercetat cu ferestrele de timp ale task-ului
actual trasate la rezolvarea restrictiilor. Metoda este bazata pe algoritmul de planificare dupa
regula prioritatii LFT [3] si sta la baza strategiei de repartizare a timpilor. Ea a fost modificata
ca sd genereze planuri partial completabile atunci cand este incapabild sa gaseasca un plan
complet consistent. Algoritmul atribuie timpii de start taskurilor intr-o ordine cronologica

potrivit prioritatii si adaugd task-urile procesate in T™°. Pseudocodul algoritmului [7] este
urmatorul:

1 PROCEDURE FACCPS( )

2 U ={t|teT :st, nu este marginit};

3 Atat timp cat (U =)

4 Alege untask t eU si un timp de start 7 utilizAnd regula LFT;

5 Scoate t din U;

6 Daca 7 +d, <Ift, atunci
7st=1;

8 Adaugatin TP

9 altfel

10 FAOT(t);

1 PROCEDURE FAOT(t)

2 Daci t e T atunci

3 Scoate tdin T7°;

4 Pentru toate task-urile t'e T"° : (t'>t) e C

5 Daci end;. > est, atunci

6 FAOT(t'),

7 Pentru toate task-urile t'e T™° :(t'— —~t) e C

8 Daca st > est, atunci

9 FAOT(Y);

10 Pentru toate task-urile t'e TP :r (t)=r(t)

11 1 :=[st..,end,.J[est,,Ift,]; (I este intervalul in care t si ¢* pot fi procesate
concurent)

12 Daca 3z €| :‘M+

r(t).r M7

r(t)r

+

> q(r(t)) atunci
13 FAOT(!');

3. Probleme de transfer si de afectare in programarea operativa
a productiei

Aceste probleme apar frecvent la repartizarea sarcinilor pe parteneri, muncitori sau utilaje.
Problema afectarii consta in actiunea de a aloca, a atribui, a pune in legaturd pe x... cu y...
respectandu-se anumite conditii. Solutionarea se poate face prin algoritmul lui H. Kuhn, numit
metoda ungard, sau prin metoda *’Branch and Bound’’ (algoritmul lui Little care construieste o
arborescenta cu submultimea cuplajelor care se bucurd de o anumitd proprietate, se incearca
minimizarea multimii sumelor valorilor arcelor din cuplajele maximale din graful ce modeleaza
problema afectarii).

Am abordat problema transferurilor (o problema de programare liniara) prin metode bazate
pe grafuri (avand in particular problema lui Hitchcock pentru existenta intr-un graf a unui flux
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compatibil cu surplusurile date). Modelarea cu o retea de transport permite in baza teoremei lui
Gale gasirea unui flux maximal care s satureze arcele de iesire. O alta solutie se bazeaza pe
teorema lui Hoffman si pe algoritmul lui Ford-Fulkerson. Problema transferului se enunta astfel:

fiind date surplusurile o'i(i:1,2,...,n) localizate Tn varfurile x € X si numerele

Vi (j=12,...,m) afectate arcelor u; eU (graful G =(X,U) modeleaza transferul) se cere

potentialul p= ( Prs Poyeees pn) care satisface conditiile: (i) P —p;<v; pentru

uj = (Xi » Xy ) €U si (ii) produsul scalar <o, p> sa fie minim. Pentru u; = (Xi » Xy ) €U notam

numarul v; cu V|'( pentru a evidentia varfurile. Potentialul p se zice ca este compatibil daca

P, — P; <Vi . Graful G poate fi transformat intr-o retea de transport R = (X,Uy ) astfel:
- seadauga o intrare a ¢ X sioiesire bg X ;

- seintroduc arcele de intrare (a,x; ), unde x € X are o;>0, notam cu P multimea lor;

- se introduc arcele de iesire (Xi ' b), unde x; € X are o;<0, notaim cu Q multimea lor;

- Xg=Xu{ab},Ug=UuUPuUQ, punem pe fiecare arc u;eUg capacitatea
Cj:Gi Cénd UJEP

c(uj)z cj=-0; cand u; €Q

+00 cand uj eU

Fie ¢ fluxul care extinde in R pe cel din G, unde ¢; =y, pentru u; =(x,x, )€U . Prin

urmare avem ¢, =c; cand u; =(a,x )€ P si ¢; =c; cand u; =(x;,b) Q. Refeaua se alege

incat fluxul cautat sa-i satureze arcele de intrare si de iesire, deci 3 cj= X C'j :

ujeP ujeQ

Problema transferului in forma ei canonica se enunta astfel: fiind data o retea de transport cu

intrarea a si iesirea b cu capacitatile Cj pe arcele de intrare si Cj pe arcele de iesire, se cautd un
. A A, . .. . A + . ' A
flux maximal ¢ astfel incat: (i) ¢; >0,v j; (i) ¢j=c; cand uj e, si p; =c; cand

ujeam,; (i) S 95 S @j=0i=12..,n; (iv) zuvj-goj sa fie minima cand se
ujeox; Ujemx uje

cunosc numerele Vi afectate arcelor u; eU.

. . i . . s
Prin suprimarea arcelor pentru care p, — p;<Vk se obtine din R o retea partiala R'.

Propozitia 1. Dacé potentialul compatibil p, in reteaua partiald asociata R, face ca fluxul
maximal sd nu satureze arcele de iesire, atunci se poate gési in G un alt potential compatibil p-

astfel incat < p,o> < <p,o>. Daca in R' fluxul maximal satureaza arcele de iesire, atunci
produsele scalare <o, p > si <v, ¢ > sunt minime.

Bazat pe acest rezultat, urmatorul algoritm (A1) rezolva problema generald de transfer:

- Pasul 1. Se introduce Tn G o tensiune ale cdrei componente verificd 7; <V;, pe cat posibil

s egaleze numerele v jpi=12....,m si se deduce din ea un potential p.

- Pasul 2. Se transforma G intr-o retea de transport R in care se suprima arcele cu 7 i<Vj,
obtindndu-se reteaua R'.

- Pasul 3.Tn R" se cauti fluxul maximal ¢.
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- Pasul 4. Dacd ¢ nu satureaza arcele de iesire, se Tmbundtateste potentialul si se reia de la
Pasul 2, altfel in G avem ca ¢ este solutia problemei de transfer si <o, p> este solutia
problemei conexe de potential.

Problema transferurilor se poate aduce la o problema Hitchcock ce se modeleaza printr-un
graf simplu (multimea varfurilor X OUY, X si Y disjuncte, si multimea arcelor

Uc {(x y)| xe X,y eY} ). Orice submultime a lui U care nu omite nici un varf al grafului se

numeste acoperire a grafului. O problema o constituie gasirea unei acoperiri minimale (dupa
cardinalitate, numar de arce din acoperire). Solutiile problemei lui Hitchcock sunt printre
acoperirile cu un anumit numar de arce. Problema elaborarii simultane a unui numar de proiecte
de catre un numar de institute, cu minimizarea duratei totale de elaborare, revine la solutionarea
unei probleme Hitchcock. Pentru aceasta se utilizeaza teorema lui Konig-Hall privind cuplajul
arcelor intr-un graf. Teorema lui Konig-Ore da numarul arcelor unui cuplaj maximal (care este
egal cu numarul varfurilor unui suport minimal; unde suport este orice submultime de noduri
astfel aleasd Incat fiecare arc al grafului simplu sa aiba cel putin o extremitate in ea). Dam
cateva exemple de probleme de alocare:

1. Tntr-un mediu de productie distribuita compus din m unitati M;, M,,..., M, trebuie si se

execute n procese de fabricatie L;,L,,...,L,. Fiecare unitate poate executa numai anumite

lucrari. Se cere sa se faca o repartitie a fiecarei unitati la unul dintre procesele pentru care este
specializatd, astfel Incét sd se poatd realiza cat mai multe procese. Pot sd apard urmatoarele
cazuri: a) m=n, b) m>n, c) m<n.

In cazul a) fiecare unitate va fi repartizati la realizarea unui proces si fiecarui proces i se va
afecta o unitate. Daca numarul unitatilor este strict mai mare decat numarul proceselor (m>n),
vor exista unitdti carora nu le-a fost repartizat niciun proces. Dacd numarul unitatilor este strict
mai mic decat numarul proceselor (m<n) si daca sunt indeplinite conditiile din teorema Konig-
Hall atunci este posibil sa repartizam fiecare unitate la un proces si numai la unul, pentru care
este specializatd. In acest caz vor exista unele procese cirora nu li se va putea afecta unitati.

Tntr-adevar, daca este indeplinita conditia |A| < |FA| din teorema Konig-Hall, atunci ¢, =0,

deci max|C|=
Cea

X| , relatie ce axprima faptul ca fiecare unitate poate fi repartizata la un proces.
Daci conditia |A| <|T'A| nu este indeplinita, &, >0, deci nu se pot repartiza proceselor decéat un
numir de |X|- &, , conform teoremei Konig-Ore.

2. Problema alocdrii lucrdrilor L={Ly,L,,... L} partenerilor P ={p;, p,,..., p,} .

O astfel de problema poate fi modelata dupd cum urmeaza:

Fie G LxP, pentru fiecare (i, j) € G atasdm o constantd V;; (cost, profit, valoare etc.)

' o 1, daca partenerul p; realizeazi lucrarea L,
o vanabila ¥ij. Vi = 0, 1n caz contrar

Modelul matematic consta in restrictiile:

n
=1
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2 Vjj -V sa fie minima

(i,i)eG

Se cauta pentru Yij valorile care satisfac aceste conditii. Considerdm ca relatia definitd de G

este surjectiva. Solutia cautata se afla pe arcele unui cuplaj in graful simplu atasat (L’ P,G).
Daca m < n, din conditia 3 rezulta ca numarul arcelor cuplajului este m (cuplaj al lui L in P),
deci este cuplaj maximal. Daca m > n din conditia 3 rezulta ca numarul arcelor cuplajului este n
(cuplajul este al lui P in L), deci cuplaj maximal. Daca m = n, cuplajul este al lui L pe P, deci
este maximal. Asadar, problema alocarii revine la alegerea dintre cuplajele maximale existente

in graf a celor pentru care suma numerelor v;; atasate arcelor lor sd fie minima. Daca in locul

conditiei 4 avem: 4°) > ;i -V; sd fie maxima
(i,i)eG
Pundnd V= max v si t. =V —v.,atunci Y Vy.-vi=V- X Vy.— > VY. t.=
(i,j)eG U . . (i.)<G Vi Yy (i,)<G i (i.)<G Vi
V -min(m,n)—min D Yij - tij deci problema de maxim se reduce la problema de minim. Tn
(i.3)

cazul m = n conditiile 1 si 2 devin egalitati.

3. Sa presupunem ca intr-un atelier se urmareste s se repartizeze muncitorii la diverse
lucrari. Deoarece calificarea si aptitudinile muncitorilor sunt diferite, se cere sa se atribuie o
singura lucrare fiecdrui muncitor astfel ca timpul total de ore sa fie minim. Se introduce o
variabila X;; care ia valoarea unu dacd muncitorul M; este repartizat la lucrarea L si zero in caz
contrar. Daca se noteaza tjj timpul necesar muncitorului M; de a efectua lucrarea L; modelul
matematic al problemei de afectare este:

n m
Sa se minimizeze: > 2> X;; - T;; , variabilele x; fiind supuse urmatoarelor restrictii:

i—1 j—1

n .

Z;,LXU :1! J=(1""’m)’

i=
m ,
> x; =1, i=(1,...,n), si Xx; €{0,1}
i—1

Rezolvarea problemei se poate face prin atasarea unui graf simplu si determinarea unui
cuplaj maximal cu lungimea arcelor minima folosind urmatorul procedeu euristic (A2).

1). Arcele grafului ce modeleazi problema se impart in clase cu aceleasi Vi,j, ordonate
crescator.

2). Pornim cu un arc din prima clasa, excludem arcele adiacente cu el din clasele urmatoare,
apoi continuim alegerea arcelor dupa Vi.j crescitor si cu excluderea arcelor adiacente din
clasele urmatoare pana formam un cuplaj maximal WOS cu n arce.

3). Caleulam Sg= X v;; siretinem cuplajele cu suma minima (ele reprezintd solutiile

(i.j)ewy
problemei).
Algoritmul pentru gasirea tuturor cuplajelor maximale (A3):
Pasul 1. Se construieste arborele continand cuplajele maximale atagat matricei Y:

- Din nodul radacina (notat cu 0 si formand nivelul 0) stabilim arcele de legatura cu nodurile
nivelulului 1 (arcele (0, j), unde nodurile j verifica y; ; =1);
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- Constructia arborelui pe nivelele 2,3,...,n se face dupa cum urmeaza: pentru i de la 2 la n,
pentru fiecare nod k de pe nivelul i—1 si pentru fiecare j cu y; ; =1, care nu este nod pe

ramura de la radacina 0 la nodul k, se adauga in arbore nodul j pe nivelul i si arcul (k, j) :

Pasul 2. Se parcurg toate ramurile (radacina 0 — nod terminal) arborelui construit la Pasul 1.
Fiecare ramurd de lungime n defineste un cuplaj maximal format din arcele (nivel, nod),

incepand cu nivelul 1 si terminand cu nivelul n.
Asadar, pentru rezolvarea problemei de alocare se realizeaza graful care modeleaza

problema, se determina toate cuplajele maximale (cu algoritmul A3) si se selecteazad cele cu
suma valorilor minimd, obtinandu-se astfel toate solutiile problemei.

Prezentam trei scurte exemple in care solutiile se obtin utilizand algoritmii A1-A3 descrisi
mai sus.

11101
11011
Exemplul 1. Se considera graful dat de matricele Y={1 1 1 0 1]|si
11011
11110
5 6 5 o 6
8 4 o 5 6
V=4 7 3 o 4)]. Aplicand algoritmul A2 obtinem cuplajele maximale
3 3 o 2 5
37 3 4 w»
00001 00100 00001
01000 01000 01000
Wy=|0 010 0|,Wf=[0000 1|,W =100 0 0},
00010 00010 00010
10000 1 0000 00100
0 0001
01000
Wy =[0 0 1 0 0|cuS,=S,=18, S;=19, S, =20.
1 0000
00010
11001
11010
Exemplul 2. Se considera graful dat de matricele Y =0 1 1 0 1] si
10101
10110

. Aplicand algoritmul A3 obtinem cele 12 cuplaje maximale:

<

Il
W NN 8 U1 W
8 8 A N &
w Rk, NN 8 8
N8 8 w8
8 P PP 8 b
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Wy ={(11),(2.2).(3,3).(4.5).(5,4)} .cu S, =10
Wy ={(11),(2.2).(35).(4.3).(5.4)} .cu S, =9
Wy ={(11).(2.4).(3.2),(4.5).(5.3)} .cu S, =14
Wy' ={(1.2),(2.1).(3,3).(4.5).(5.4)} .cu S, =14
Wy ={(1,2).(2.1).(3.5).(4.3),(5.4)} .cu S5 =13
W ={(12),(2,4).(33).(4.5).(51)} v 5 =13
W] ={(1.2).(2.4).(35).(41) (6.3)} v 5, =13
Wy ={(1.2).(2.4).(35).(4.3).(5.1)} , cu Sy =12
Wy ={(15).(2.1).(3.2).(4.3).(5.4)} ,cu Sy =16
Wy° ={(15).(2,2),(3.3),(41).(5.4)} ,cu S =12
Wi ={(15).(2.4).(3.2).(41).(5.3)} .o 5, =16
W ={(1.5).(2.4).(32).(4.3).(5) . 5, =15

Aplicand algoritmul A2 obtinem cuplajul cu suma minima, adica W02 .

1 0 1 10
. . . . -1 1 0 00
Exemplul 3. Pentru problema Dirichlet considerand intréarile S = 0 -1 1 0 1l
0 0 0 -1-1
1 1 ) : .
r=|1 E 1 5 1| si O'=(15 1 -2 —14) obtinem potentialul p=(4 3 2 0),
tensiunea 7=(1 1 2 4 2)sifluxul p=(1 2 2 12 2)
4. Concluzii

Daca in problema Dirichlet sunt date surplusurile doar in anumite varfuri ale grafului,
numarul componentelor date ale vectorilor o si p este egal cu puterea multimii varfurilor si

rezistentele arcelor r; sunt nenegative pentru orice j, atunci problema admite o solufie unica in

grafurile care sunt retele de transport sau pot fi aduse la forma retelelor de transport. Mai mult,
dacd rezistentele sau conductantele sunt de diferite semne, atunci nu se poate stabili apriori
existenta sau unicitatea solutiei. O concluzie, la acest tip de problema, este ca potentialele date
nu sunt neaparat fixate in varfurile in care nu se cunosc surplusurile. O alta concluzie este ca
fluxurile si tensiunile nu au neapdrat toate componentele intregi.

Algoritmii folositi pentru rezolvarea problemelor de transfer, de alocare si problemelor
conexe de potential-tensiune sunt utili si In problemele de planificare a productiei care vizeaza
ordonarea In timp a sarcinilor. O organizatie virtuald (O V) este creata pentru realizarea
anumitor proiecte. Astfel, OV are un timp de actiune limitat, iar obiectivele ce trebuie realizate
sunt clar definite. In cadrul OV partenerii de proiect formeaza o echipa, dar au, totodata, un grad
mai mare de autonomie in raport cu restul organizatiei. Termenul de ,,echipa” este impregant cu
valori pozitive. Colaborarea, cooperarea si angajarea sunt trasaturi tipice ale echipei. O buna
planificare a productiei integrate iIn OV scade costurile de productie si creste competitivitatea pe

piata a productiei.
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