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Rezumat: Articolul prezintd solutia paradoxelor apdrute in logica matematicd cu respectarea principiilor logice. Se
accentueaza faptul ca aceasta reprezintd o solutie logica si nu o conventie care poate inhiba aparitia paradoxelor.

Cuvinte cheie: Principii logice, implicatia lui Russell, echivalenta.

Abstract: In this paper the solution of the paradoxes is presented, solution that is built within the logica principles
boundaries. It is stressed that Tw is a logical solution, not a convention introduced to prevent the paradoxes to appear.
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1. Introducere

Succesul stiintelor cu baza empiricd §i matematizate a generat o serie de cercetari pentru
gasirea fundamentelor matematicii. Dar, In fundamentarea stiintei, matematicienii s-au lovit,
incepand de la jumatatea secolului al XIX-lea si pana 1n deceniul al treilea al secolului al XX-lea,
de unele paradoxe aparute chiar in interiorul matematicilor.

Aparitia acestor antinomii in domeniul celor mai exacte $i mai riguroase stiinte, matematicile, a
zguduit atat fundamentul acestor stiinte, cat si al logicii, si a creat o crizd intr-o problema foarte
importanta a timpului nostru: problema fundamentelor matematicilor.

Ceea ce apare si mai grav decdt descoperirea acestor antinomii este pozitia luatd de
matematicieni si de logicieni in aceastd problema si care constd, in general, din a accepta o
conventie mai mult sau mai putin artificiala, in baza céreia paradoxele pot fi evitate, nu solutionate:
asa-zisele solutii oferite pana acum, inclusiv cea mai interesantd — teoria tipurilor —, datorata lui
Bertrand Russell, sunt toate conventionale, constand din principii sau axiome restrictive atasate
arbitrar logicii clasice §i care nu permit construirea unor expresii susceptibile si degenereze in
contradictii. Cu aceasta 1nsa, instrumentul logic 1si pierde caracterul si sensul lui traditional, fiind
grevat de aceste conventii, devenind el Insusi o conventie. Fatd de pozitia adoptatd in problema
antinomiilor, consecinta aceasta era absolut fatala si ea poate fi descifrata in toate solutiile Incercate
de logicienii contemporani, desi nu a fost afirmata totdeauna explicit in modul acesta. In der Logik
gibt es keine Moral, va scrie Carnap, formuland «principiul tolerantei», si fiecare poate sa isi
construiasca logica sa cum vrea... O asemenea conceptie reduce logica la un cadru simbolic, creat
arbitrar, lipsit de un sens intrinsec, adica la foarte putin, dacd nu chiar la nimic. Singurul caracter
logic pe care il mai are acest schematism simbolic este acela cd nu este contradictoriu, dar
necontradictia lui este construitd in mod conventional, deci in ea insdsi nu are nici o valoare.
Acceptarea antinomiilor logico-matematice ca fiind veritabile sau evitarea lor prin conventii de
principiu ruineazd in mod esential ideea de logica si o priveazd de orice semnificatie
epistemologici. In orice caz, speranta de a gisi bazele logice ale matematicilor este, in conditiile
acestea, pierduta.

Ceea ce se poate reprosa in primul rand acelora care au acceptat antinomiile logico-matematice
ca fiind veritabile este faptul ca ei au fost mai mult matematicieni decat logicieni si s-au lasat astfel
influentati de metodele matematice, transformand logica intr-o teorie deductivd cu axiome
particulare, susceptibile 1n acest caz sa fie modificabile.

Este evident ca logica nu se poate construi decat in mod aparent ca o teorie matematica, cu
axiomele si metodele ei speciale de deductie. Intr-adevar, logica trebuie sa justifice structura logica
a oricarei teorii matematice — axiomele, regulile de deductie si teoremele oricérei teorii matematice;
in caz cd ea ar fi una dintre aceste teorii matematice, ar trebui sa justifice si propria ei structura
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logica, si axiomele, teoremele si regulile ei de deductie, adica ea ar justifica logic toate celelalte
teorii matematice, dar o singurd teorie matematica, aceea a logicii, ar trebui sa se justifice prin ea
insdsi! Aceasta nu inseamna altceva decat o justificare in cerc vicios.

In ceea ce priveste tentativele reale de a solutiona paradoxele, sunt de mentionat ganditorii
scolastici — din randul carora se detageaza Buridan, Albertus de Saxonia si Petrus de Allyaco — iar
in timpurile moderne putem mentiona numele lui Henri Poincaré, Ch. Perelmann si Anton
Dumitriu. Acesta din urma este cel care, intr-o lucrare intreagd, Solutia paradoxelor logico-
matematice, ca si in articolele publicate in reviste de logica din striinatate, prezinta
istoricul problemei, construieste paradoxe mai generale decit acelea existente pand atunci si da
solutia generala.

Vom face observatia cd aceastd problema era destul de importantd in conceptia grecilor din
Antichitate, numerosi ganditori ocupandu-se de ea. Dar de ce era considerata atat de grava
problema paradoxelor? Fiindca pentru gandirea greaca in general, i pentru gandirea lui Aristoteles
in particular, un asemenea paradox ar fi ruinat complet gandirea insasi si posibilitatea de sesizare a
adevarului. In conceptia Stagyritului, realitatea are un inceput de natura logici si a accepta
contradictii Tn gandire ar implica existenta unor contradictii in realitatea exterioara.

2. Formula To

In paradoxele cele mai generale, construite de Anton Dumitriu, avem o definitie de tipul
urmator:

P(x) = ~y(x)
cu echivalenta generala
() P(x) =~y ().

Aceasta echivalenta este valabila pentru orice x. Este ea valabila pentru orice y? Observam mai
intdi cd nu putem spune cad aceastd definitie ramane oricand valabila, oricare ar fi predicatul v
(variabil), pentru ca atunci putem spune, prin definitie, pentru y = P

P(x) =~P(x)

ceea ce este contradictoriu: «dacd x nu are predicatul P, atunci x are predicatul P». In consecinta,
intr-o definitie de forma precedentd — ca si in echivalenta respectiva — variabila y nu poate lua
valoarea P, adica y # P.

Observam acelasi lucru dacd scriem aceasta definitie In extensiune, ca si echivalenta
respectiva:

x€ z(Pz)=~xe z (y2) Def.
(x)xe z(Pz)=~x€e z (v2).

Si aici y # P, pentru cd altfel am fi spus, prin definitie, pentru y = P: «daca x apartine clasei
determinate de functia P(x), x nu apartine clasei determinate de functia P(x)».

Am putea spune, fiind de acord cu Perelman si generalizand observatia lui, ca universalele
() P(x) =~ wy(x)
x)xe z(Pz)=~xe z (y2)

fiind false In anumite cazuri (pentru y = P), nu sunt universale si deci, in virtutea principiului
contradictiei, trebuie sd avem y # P. In cazul particular studiat de Perelman, caz care are forma

V(o) =~0(0),

nu se vede bine cum functioneaza principiul contradictiei. Dar paradoxele mai generale, construite
de Anton Dumitriu, care se bazeaza pe definitii mai generale, au dilatat, ca sa spunem asa, structura
unei astfel de expresii, ardtand cu toata claritatea unde si cum intervine principiul contradictiei.
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Dar in acest articol vom proceda in alt mod.

In virtutea principiului contradictiei, echivalenta @(x) = ~(x) este totdeauna falsa, oricare ar fi
x. Putem deci afirma:

= ~o(x) = ~o(x)] D.
Sa consideram acum echivalenta generala:
0(x) = ~y(x) (D).

Cum am admis formula (I), aceastd ultima echivalentd nu poate fi afirmata ca fiind adevarata
decét daca ea nu poate degenera niciodata in echivalenta (I), care este falsa.

Pentru aceasta, ¢ nu trebuie sa fie niciodata identic cu ¢ si trebuie sa avem ¢ # y. Deci, daca
afirmam echivalenta

(%) ¢(x) = ~y(x) (I

aceasta echivalentd poate sa fie adevarata numai dacd ¢ # y. Cu alte cuvinte, echivalenta (III)
implicd o conditie necesara: neidentitatea dintre simbolurile ¢ si y. Dar aceastd conditie nu este
suficienta: se poate ca simbolurile ¢ si y sa nu fie identice si totusi echivalenta (III) sa nu fie
adevaratd. In adevar, dacd avem doua functii propozitionale ¢(x) si y(x), din faptul ca simbolurile
¢ si v nu sunt identice (¢ # ), nu rezultd ca ele sunt echivalente si Inca pentru orice x. Relatia
dintre expresia (x) @(x) = ~y(x) si expresia ¢ # y este deci exact relatia de implicatie: nu este cazul
ca (x) o(x) = ~y(x) sa fie adevarata si ¢ # y sa fie falsd. Dar inversa nu este valabila: este posibil ca
¢ # v sa fie adevarata si (x) o(x) = ~y(x) sa fie falsa. Am stabilit urmatoarea formula, care este o
implicatie si pe care Anton Dumitriu 0 noteaza cu Tw:

Tw -1 (x) o(x) = ~y(x) D@ # .

Aceastd formula este o tautologie si se bazeaza exclusiv pe principiul contradictiei si nu face
nimic altceva decat sa exprime acest principiu in cazul studiat mai sus.

Se poate vedea usor ci formula To este o tautologie. Intr-adevir, primul membru poate fi
adevarat sau fals, fiind o propozitie generala (variabila x este aparenta).
Sa presupunem ca:

1) Primul membru este fals; atunci el implica expresia ¢ # v, fie ca aceasta este adevarata, fie
ca aceasta este falsa, fiindca falsul implica orice.

2) Primul membru este adevarat; atunci ¢ # v este adevarata cici, in caz contrar, dacd aceasta
expresie ar fi falsa, adica daca ~¢ # y . =. ¢ = y, atunci, in virtutea formulei (I), primul membru ar
fi fals, ceea ce nu este ipoteza noastra.

Prin urmare formula T este o tautologie, deoarece este adevarata totdeauna.

Observam ca in formula T argumentul x nu este supus nici unei conditii; relatia ¢ # y exista
intre simbolurile functiilor (sau predicatelor).

Putem sa obtinem forme particulare din formula Tco.

Deoarece Tw este valabila oricare ar fi x, sd facem x = y si obtinem:

Twl = (v) o(v) =~y(y) 2 @ # .

Daca in To si Tw1 1i atribuim, lui ¢ o valoare determinatd ¢ = P, obtinem respectiv:
To2 = (x) P(x) = ~y(x) 2 P # .

Tw3 =1 (w) P(y) =~y(y) =2 P #y.

In toate aceste formule argumentul nu este limitat; simbolurile predicatelor (sau functiilor) sunt
in relatia ¢ # P. In Tol sau Tw2 argumentul si functia sunt reprezentate prin acelasi simbol, dar
relatia ¢ # P nu este introdusa prin y argument, ci prin y predicat. Daca In Tw2 si Tw3 facem y =
P, avem:
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|-:(x) P(x)=~P(x)= P £P.
|-: (x) P(P)=~P(P)2 P £P.

Chiar si 1n acest caz implicatiile raméan valabile, pentru ca primii lor membri sunt falsi si
membrii secunzi sunt de asemenea falgi.

In mod analog, se poate si scriem formula T in termeni de clase, fie traducand-o direct in
termeni de clase, fie repetand rationamentul de mai sus:
To -1 (X)X € 2 (gz) =~x € Z (yx) 2 Z (¢x) # Z (y2).

Vom mai adauga cd se poate gisi o expresie si mai generald a tautologiei Tw, considerand
relatia R (oricare ar fi ea) a unui simbol x cu un alt simbol ¢ si a aceluiasi simbol x cu un alt simbol
v, adica expresiile X R ¢ si x R y. Procedand ca mai sus, ajungem la tautologia:

To F:xX)xRo=~xRy=20p#y.

Tautologia Tw a fost obtinutd cu ideile de identitate (si de non-identitate), de implicatie,
echivalentd, functie propozitionald, clasa si principiul contradictiei, fara teoria tipurilor; ea apartine
sistemului Principia mathematica fara teoria tipurilor (si degajat de orice altd consideratie care ar
putea fi in opozitie cu logica clasicda). Formula Tw apartine, de asemenea, oricarui sistem formal
care admite aceste idei.

3. Solutia paradoxelor

Teorema Tw inseamna, in fond, solutia paradoxelor. Definitiile care provoacd paradoxe, in
forma lor cea mai generala, au fost exprimate sub forma tipica:

P(x) = ~y(x) Def. e)

Scriind echivalenta generald intre definiens si definiendum (pentru orice x) si asociindu-i
teorema T obtinem un modus ponens:

(x) P(x) = ~y(x) )
®) P() =~y(x) Dy #P

y#P

Acest modus ponens este valabil oricare ar fi forma particulara pe care o ia definitia (1) si deci
echivalenta respectiva, ca si formula To.

Efortul lui Russell si al altor logicieni s-a indreptat catre gasirea unei justificari pentru faptul
cd, intr-o definitie particulard de forma

P(y) =~y(y) Def. (1)
din care decurge echivalenta generald (pentru orice ):

= () P(y) = ~y(v) 2"
argumentul nu poate lua valoarea P, caci atunci ajungem la paradox:

P(P) = ~P(P).

Tinadnd seama de Tw sub forma sa particulard Tw;, urmeaza ca din definitia (1) obtinem o
echivalenta generald care, impreuna cu Tw;, dd un modus ponens:

(v) P(w) =~y(y)
Tws () P(y) =~y(y) Dy #P

y#P.
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Care este motivul pentru care argumentul y nu poate lua valoarea P? Din cauza existentei
teoremei T (sau a formei sale particulare Tw;) care explica aceasta conditie prin relatia care exista
intre simbolurile y si P.

Paradoxele construite de Anton Dumitriu, compatibil — incompatibil etc. sau cele cunoscute de
tipul predicabil — impredicabil etc. nu mai sunt deci posibile prin functionarea chiar a
simbolismului logic care nu permite valoarea particulara P a variabilei .

Acelasi lucru este valabil daca scriem definitiile precedente in termeni de clase.
Avem cazul general (paradoxul clasei claselor incompatibile).
xe z(Pz)=~xe z(pz2) Def.

Echivalenta generald, care rezultd si teorema T scrisd 1n termeni de clase ne dau un modus
ponens:

-:(x)xe z(Pz)=~xe z (yz2)
-:(x)xez(Pz2)=~xe€ z2(Pz)D z(yz) # z (P2)

z (yz) # z (P2).

Pentru cazul particular al acestui paradox (paradoxul lui Russell), care se obtine facand in
definitia precedentd x = Z (yz), obtinem:

z(yz)e z(Px)=~ z(yz)e z (v2) Def.

Modus ponens respectiv devine:

12 (y2)] 2 (y2)€ 2 (P2)=~2 (y2) € 2 (y2)

T2 (y2)] 2 (y2) € 2 (P2) =~2 (y2) € £ (P2)D £ (y2) # 2 (P2)

z (yz) #z (Pz2).

Paradoxul claselor incompatibile, ca si cazul sau particular — paradoxul lui Russell al clasei
claselor care nu 1si apartin ca element, nu poate sa mai apara.

Considerand paradoxul sub forma lui particulard, observam ca eroarea s-a comprimat, ca sa
spunem asa, incat nu mai stim unde exista.

Simbolul y are doua roluri logice: ca argument si ca predicat. Ca argument, simbolul y nu
apare 1n relatie cu simbolul P; ca predicat, simbolul y este legat de P prin relatia v # P. Russell nu a
putut explica cele doua roluri logice distincte ale aceluiasi simbol y si a privit problema din punct
de vedere exclusiv al valorilor posibile pentru argumentul y: intrucét y ca argument nu apare in
relatie directd cu predicatul P, 1i era imposibil sd descopere ratiunea relatiei y # P examinand
numai argumentul functiei y(y) sau ~y(y). Aceeasi eroare a fost comisa de toti cei care au cautat o
solutie a paradoxelor prin limitdri axiomatice mai mult sau mai putin arbitrare ale valorilor
admisibile pentru argumentul unei functii propozitionale.

Faptul cd limitarea valorilor admisibile pentru argumentul unei functii propozitionale nu este
solutia paradoxelor se demonstreaza prin aceea cd o asemenea limitare, oricare ar fi natura ei, nu
este capabila sa rezolve paradoxele generale construite de Anton Dumitriu sau de Godel si care au
o definitie de forma

P(x) =pr ~y(x).

In asemenea paradoxe, numai variatia simbolului y (al predicatului) provoaca paradoxul si nu
valoarea argumentului, dupd cum am vazut. Am gasit astfel raspunsul logic la Intrebarea urmatoare,
care a zguduit logica si matematica si care a dat loc asa-numitei «crize a matematicii»: de ce, intr-o
echivalenta generald de forma
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(V) P(y) = pe~w(y)

argumentul y nu poate lua valoarea P? Raspunsul a fost dat mai sus.

4. Analiza paradoxelor cu ajutorul teoremei T®

Rezultatele precedente au rezolvat complet problema paradoxelor i natura contradictiei pe care
acestea o exprima. Vom analiza paradoxele cu ajutorul teoremei Tw, pentru a pune in evidenta
identitatea dintre toate aceste antinomii.

1. Paradoxul compatibil — incompatibil si cazul sdu particular, paradoxul predicabil —
impredicabil.

In paradoxul compatibil — incompatibil am avut definitia:
Inch(Px) = ~QX(PX) Def (1)

Aceastd definitie da loc unei echivalente generale (pentru orice Py) care, impreuna cu Tw;
(unde x= Py si P = Incy, ,ne oferd un modus ponens:

‘_ : (PX) Inch(PX) = NQX(PX) (2)
To, |_ : (Px) [nch(Px) = NQX(PX) D Qy # Incy,

Qx ?ﬁ [nch-

Predicatul Qy trebuie sa fie non-identic cu incompatibil. Definitiile noastre au aranjat cele doua
serii de predicate in asa fel, Incat Qy sd devina Inc, = incompatibil, cand se produce paradoxul.
Relatia Qy # Incy, arata ca Inc,= Inc, nu poate fi considerat printre predicatele Q,, Qy, ..., Q,, adica
in seria tuturor predicatelor. Am obtinut acest rezultat pe o cale pur formald; vom aradta mai departe
ratiunile acestei relatii.

Pentru cazul particular al acestui paradox, paradoxul predicabil — impredicabil, se scrie in
definitia (1) si in modus ponens (2), Px = Qx (cele doua serii de predicate sunt identic ordonate); in
acest caz Inc, = incompatibil = impredicabil = Imp,:

Impn(Py) = ~Py(Py).

Modus ponens respectiv este:

|7 : (Px) Imph(Px) = ~Px(Px) (2)

To; |- : (Px) Impy(Py) = ~Px(Py) D Py # Impy,

Px # Imph

Argumentul P, nu poate fi niciodata identic cu Impy,. Si aici, impredicabil nu poate fi considerat
in seria tuturor predicatelor Py, Py, ..., P,.

2. Paradoxul izonom — heteronom si cazul sau particular, paradoxul lui Grelling-Nelson.
Am avut definitia paradoxului izonom — heteronom:

Het),(«Cx») = ~Dy(«Cx») Def 1
Modus ponens respectiv este:

|- : («Cx») Hety(«Cx») = ~Dy(«Cx») 2)
|- 1 («Cx») Het(«Cx») = ~Dy(«Cx») D Dy # Het,,

DX ?f Heth.

60 Revista Romana de Informatica si Automatica, vol. 24, nr. 2, 2014 http://www.rria.ici.ro



Predicatul D4 nu poate fi identic cu Het,,.

Pentru cazul particular al acestui paradox (paradoxul lui Grelling-Nelson), se face C, = D, (cele

doua serii ale cuvintelor sunt ordonate identic), cand Het,, = heterologic = Hety:

Het,(«Cx») = ~Cy(«Cx») Def. 1)
Modus ponens care rezulta este:

(«Cx») |- : Het)(«Cx») = ~Cy(«Cx») 2)
Tws («Cx») |- : Het(«Cx») = ~Cx(«Cx») D Cy # Hety,

Cy # Hety,.

Het, = heteronom sau in cazul particular Aeterologic nu poate fi o proprietate denumita printr-

un cuvant din seria tuturor cuvintelor.
3. Paradoxul clasei claselor incompatibile si cazul sau particular, paradoxul lui Russell.

In paradoxul clasei claselor incompatibile avem definitia:

ox € [y = ~ox € Pk Def. (D)
Echivalenta respectiva cu Tw; (scrisa in termeni de clase), ne da un modus ponens:

- (ox) ox €\ = ~0x € By 2)
T |-: (0x) 0x € = ~0, € By D oy # [y

o, = Iy,

Astfel deci, I'y = clasa claselor incompatibile nu poate fi una dintre clasele seriei tuturor

claselor.

in cazul particular al paradoxului lui Russell, care se obtine din precedentul pentru o, = By (cele

doua serii formate cu toate clasele sunt identic ordonate), avem:
|- (0x) 0x € T'x = ~0x € 0,4 (2

Tw, |- (0g) o€ X =~0x€ 0, D 0oy # I

oy = I'y.

5. Paradoxul izomorf — heteromorf si cazul sau particular, paradoxul lui

Richard
Definitia paradoxului izomorf — heteromorf a fost:
Hetk(ax) = NPx(aX) Def. (1)
Modus ponens respectiv devine:
|- : (ax) Hety(ay) = ~Py(ay) 2)

Tw; |- (ay) Hetv(ay) = ~Px(ax) . D . Px # Hek

P, # Het.

Paradoxul nu se mai poate produce: Hef, nu este una dintre proprietatile din seria tuturor

proprietatilor numerelor reale.

Paradoxul Iui Richard se obtine pentru a, = x (numerele sunt aranjate in ordinea naturald a

Revista Roméana de Informatica si Automatica, vol. 24, nr. 2, 2014 http://www.rria.ici.ro

61



marimii lor). In acest caz avem (cand Het, = Riy):

Rix(ay) = ~Px(x) Def. 1)
Modus ponens devine acum:

(%) Rii(x) = ~Px(x) 2
Tw; (X) Rik(ax) = NPX(X) .DO.P.# Riy

Py # Riy.

Paradoxul nu mai poate aparea; Riy nu este una dintre proprietatile seriei tuturor proprietatilor
numerelor reale.

6. Paradoxul teoriei tipurilor

Am avut definitia:

Ine™(g™") = ~Y"(gy™).

Modus ponens respectiv se scrie:

=1 (™) Ine™(gy™) = ~Yi"(gy™) )
T, (g™ Ine™(gy™") = ~Y, (g™ D Y™ # Inc,™

Y.\ # Inc ™.
Paradoxul este imposibil. Trebuie sa observam, si aici, ca Incgy" nu poate fi una dintre
proprietatile seriei tuturor proprietatilor posibile de tipul m.

7. Paradoxul lui Godel

Definitia lui Godel, a paradoxului care 1i poartd numele, a fost agsa cum am vazut:

neK = Bew [R(n); n] Def. (1)
«Numarul natural » apartine clasei K daca pentru el nu este demonstrabild formula [R(n); n]».
Aceasta definitie ne conduce la echivalenta generala (pentru orice »):

I : (n) ne K = Bew [R(n); n]

Definitia (1) este aceea a paradoxului izomorf — heteromorf, care este mai general decat acela al
lui Richard.

Pentru acest motiv, Godel a recunoscut analogia, dar nu identitatea dintre paradoxulul sau si
acela al lui Richard, Intrucat el nu cunostea paradoxul nostru izomorf — heteromorf.

In acest caz, teorema Tw;, cu simbolurile respective ale acestei probleme, devine:

To, - : (n) neK = Bew [R(n); n] . D . [R(n); n] # [R(q); q].

Se vede ca principiul contradictiei nu atinge variabila n, ci expresia [R(n); n], care nu poate
deveni chiar [R(g); ¢], pentru ca atunci definitia (1) ar fi trebuit sd includd propozitia
contradictorie: «Dacad g € K este adevarata, adica daca [R(q); ¢g] este demonstrabild, atunci [R(g);¢]
nu este demonstrabild». Avem deci modus ponens urmator:
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- : (n) neK = Bew [R(n); n] )

To, -1 (n) neK = Bew [R(n); n] . D . [R(n); n] # [R(9); 4]

[R(n); n] # [R(q); q].

Problema este mai generala si, fara complicatiile introduse de Gddel, ia forma urmatoare, care
nu este decat una dintre formele paradoxelor noastre generale, compatibil — incompatibil, izomorf —
heteromorf etc. Fiind datd o clasd de propozitii K intr-un formalism logic oarecare, aritmetizat,
putem enunta Intotdeauna, intr-un anumit mod, bine definit, o problema de tipul urmator: vom
spune cd o propozitie p apartine clasei K daca pentru p nu este demonstrabild afirmatia ca p
apartine unei alte clase ¥ (care poate varia intr-un mod bine definit dar, pentru fiecare p, clasa ¥
este datd). Aceasta definitie se scrie:

peK= Bew[peVY] Def. (1)
Echivalenta corespunzatoare este valabila pentru orice p:
|-:(p) peK=Bew[peV¥].

Dar, deoarece ¥ este variabild, ea ar putea deveni chiar K, astfel incat definitia ar fi inclus
propozitia pe care o obtinem din (2) pentru ¥ = K:

I : (p) peK = Bew[peK].

Altfel spus, daca propozitia «p apartine clasei K» este adevarata, atunci nu este demonstrabila
propozitia «p apartine clasei K», ceea ce este contradictoriu. Vom scrie Tw;, cu simbolurile acestei
probleme; echivalenta (2) si Tw; ne dau un modus ponens:

I : (p) peK = Bew[pe¥]

Ton I :(p) peK=Bew[pe¥].o ¥ #K

Y #K.

Paradoxul nu mai poate aparea. Simbolul K nu reprezinta nici o clasa care sa poata fi data in
formalismul logic considerat.

Observatie. Am viazut cé predicatele sau clasele cu care am construit paradoxele sunt excluse
ca valori posibile ale predicatelor variabile sau ale argumentului variabil (in cazurile particulare ale
paradoxelor) si aceasta prin functionarea 1nsdsi a mecanismului formal logic. Concluzia care se
impune imediat este aceea ca aceste predicate sau clase, din moment ce nu pot fi considerate printre
toate predicatele sau, respectiv, printre foate clasele, nu sunt predicate sau clase. Dar atunci ce sunt
? Vom afla raspunsul acestei Intrebari in partea care urmeaza.

8. Observatii generale

1. Formula paradoxelor

Toate paradoxele se bazeaza pe o singura si aceeasi greseala de logica, care este comisd prin
incalcarea principiului contradictiei (fapt pus In lumina de teorema Tw), Formula generala pentru
construirea unui paradox, fie de tipul lui Burali-Forti, fie de tipul, mai general, formulat de Anton
Dumitriu, este:

(a) «Daca x are predicatul y (variabil), atunci x are predicatul P».

(b) «Daca x nu are predicatul y (variabil), atunci x are predicatul P».

Revista Roméana de Informatica si Automatica, vol. 24, nr. 2, 2014 http://www.rria.ici.ro 63



2. Unicitatea solutiei

Trebuie sa observam faptul remarcabil ca solutia este unicad si de naturd pur logica,
nepresupunand nici un element strdin de principiile clasice ale logicii.

In urma criticii facute, in mod special de Ramsey, Russell a acceptat despartirea antinomiilor in
antinomii logice si antinomii semantice sau sintactice (lingvistice) si a renuntat la teoria ramificata
a tipurilor i la principiul de reductibilitate. Solutia datd de Anton Dumitriu demonstreaza cd nu
exista nici o diferenta logica intre antinomiile logice (paradoxul compatibil — incompatibil si cazul
sau particular, paradoxul lui Russell predicabil —impredicabil, paradoxul clasei claselor
incompatibile si cazul sau particular, paradoxul lui Russell al clasei claselor care nu isi apartin ca
element etc.), si antinomiile semantice (paradoxul izonom — heteronom si cazul sau particular,
paradoxul lui Grelling—Nelson, paradoxul lui Richard etc.).

Aceastd diviziune este fictiva, deoarece paradoxele se produc, toate, din aceeasi eroare si sunt
rezolvate, toate, cu aceeasi solutie. Nu existd decat paradoxe logice, toate de acelasi tip.

Aceasta clasificare nu este noud; ea este citatd de Aristoteles ([1], De sophisticis elenchis) care
s-a ocupat de clasificarea sofismelor in doua categorii: 1) sofismele de limbaj, numite in dictione —
napa v A&w; 2) sofismele de gandire sau logice, numite extra dictionem — o €&m g AéEgwv.
Aceastd clasificare, mentinutd de aproape toate manualele de logica, a fost contestatd chiar de
Aristoteles. El nu a sustinut niciodata ca cele doud specii de sofisme nu au aceeasi solutie si el scrie
textual: «Diferenta pe care o fac unii Intre argumente, spunand ca unele se referd la limbaj si altele
la gandire, nu este adevarata. Este absurd sd presupunem ca existd argumente care se refera la
cuvinte si altele care se refera la gandire si ca deci ele nu sunt identice» ([1], op. cit., 10).

3. Paradoxele si principiile logice

Deoarece expresiile de tipul ¢(¢) sau ~@(9), sau, in extensiune, o€ o si ~(o.€ o) nu puteau fi
declarate adevarate sau false, pentru ca s-ar fi ajuns la paradoxe, Brouwer si scoala intuitionista (ca
si cei care au creat logici polivalente — Lewis, Lukasiewicz, Paulette Février, J.-L. Destouches,
Church etc.) au crezut ca principiul tertiului exclus are o aplicare mai restransa si cd antinomiile
logico-matematice sunt provocate tocmai de acceptarea valabilitatii universale a acestui principiu.
Cu toate ca problema logicilor polivalente este independenta de problema paradoxelor, vom face o
remarca privitoare la prezenta acestui principiu in paradoxe. Intr-un paradox se obtine echivalenta a
doua propozitii contradictorii (prin diferite substitutii):

=-p=~p (M

Conform propozitiei *5.23 din Principia mathematica, echivalenta a doud propozitii oarecare p
si q poate fi scrisa dupd cum urmeaza:

*523-:p=q-=:p-qV ~p~q.

Facand in aceastd formuld q = ~p, obtinem:

:p=~p-=:p-~pVp-~p.

Sau inca:

ip=~p-=:ip-~p 2.

Echivalenta celor doud propozitii contradictorii este echivalentd cu afirmarea lor simultana,
ceea ce incalcd principiul contradictiei. Astfel, echivalenta (1) afecteaza in mod indiscutabil
principiul contradictiei, pe care nici Brouwer insusi nu a indraznit sa il amputeze. Solutia data
anterior paradoxelor a aratat ca, intr-adevar, principiul contradictiei este acela care trebuie respectat
intr-o definitie de forma:

©(x) =pr W(x)

ca si n echivalentele generale corespunzatoare, lucru exprimat explicit de formulele T
To P(X) =~yX) Dy # Q.
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Aceastd tautologie, care fac ca intr-o definitie cu forma generald datd, sau in echivalenta
respectiva, sa se tind seama de principiul contradictiei, este universal valabila.

Aplicarea principiilor logice, care sunt universale, nu poate duce la o limitare; pentru acest
motiv valabilitatea formulei Tow nu este limitatd, pentru ca ea exprimd aceastd universalitate a
principiului contradictiei.

4. De ce nu au putut fi rezolvate paradoxele?

Rezultatele precedente au ardtat, de asemenea, In mod explicit, cauza care a impiedicat pana
acum gasirea solutiei paradoxelor, fapt care se poate rezuma in cele doud observatii care urmeaza:

(a) S-a cautat rezolvarea principalelor paradoxe pe o cale straina de contradictia reald care s-a
strecurat n definitia initiald a problemei, In spetd pe calea principiului tertiului exclus, in loc de
aceea a principiului contradictiei. Din faptul ca o propozitie este echivalenta cu contradictoria sa, s-
a tras concluzia cd ea nu poate fi nici adevarata, nici falsd, deci ea scapd principiului tertiului
exclus. Aceasta este prima greseala.

(b) Ocupandu-se in mod special de problema expresiilor de forma () si ~p(¢) sau in
extensiune a € a si ~(a € a), care apar in paradoxele teoriei multimilor, logicienii — si printre ei, in
primul rand, Russell —, nu au sesizat cele doud roluri distincte ale aceluiasi simbol ¢ (sau a), ca
argument si ca predicat. Eroarea a devenit atat de subtila incat nu i s-a mai putut stabili locul. Nu
puteam intelege de ce argumentul  este in relatie cu simbolul ¢ in definitia e(y) = ~y(v), In speta,
in relatia @ # vy, din moment ce argumentul y nu apare direct in aceastd relatie cu ¢, ci y ca
predicat. Nu valoarea y = ¢ a argumentului provoaca paradoxul, ci valoarea y = ¢ a predicatului
variabil y ca functie. Acest lucru a aparut clar in definitiile generale de forma ¢(x) =pf ~y(x) care
stau la baza paradoxelor construite de noi si, in fond, la baza tuturor paradoxelor.

Daca s-ar fi tinut seama de gandirea lui Wittgenstein in aceasta problema, care a vazut cu toata
claritatea care sunt motivele ce provoaca aceste contradictii, se poate presupune ca incd de mult s-
ar fi dat solutia lor. lata ce scrie el in privinta Intrebuintarii aceluiasi simbol pentru doud lucruri
deosebite [1]: «In limbajul curent se intimpla des ca acelasi cuvant si semnifice in doud moduri
deosebite — si deci apartine unor simboluri diferite — sau ca doud cuvinte, care au semnificatii
diferite, sunt aparent Intrebuintate in acelasi mod in propozitie» (3.323). «Astfel se nasc usor cele
mai fundamentale confuzii (de care este plind intreaga filosofie)» (3.324). «Pentru a evita aceste
erori, trebuie sa intrebuintdim un simbolism care si le excluda, neintrebuintdnd acelasi semn in
simboluri diferite si neintrebuintand semne in acelasi mod cand semnificd in moduri deosebite. Un
simbolism, prin urmare, care ascultd de regulile gramaticii logice — ale sintaxei logice.
(Simbolismul logic al Iui Frege si Russell este un asemenea limbaj, care nu exclude totusi toate
erorile.)» (3.325).

Este astfel evident, motivul pentru care expresii de forma @(¢) sau ~¢(¢) etc. nu sunt corecte,
conform celor spuse de Wittgenstein, fiindca acelasi semn ¢ este intrebuintat cu doua semnificatii
deosebite: o data ca argument si o data ca predicat al argumentului.
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