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1. Continuitatea geometrici pentru curbe
Bezier compuse.

Ca o aplicatie a continuitatii geometrice, vom
considera problema jonctiunii curbelor Bezier cu
continuitate G! si G2. Mai intii, vom recapitula citeva
lucruri importante legate de curbele Bezier. O curbi
Bezier utilizeazi o formulare simpla si eficienta in care
curba este definitd numai in termenii unej multimi de
virfuri de control, conectate intr-o secventa pentru a
forma un poligon de control (figura 1).

Figura 1

Curba imita forma cuprinzatoare a poligonului de
control, dar interpoleaza numai primul si ultimul virf.
Curba este definita de o polinomiala al cirei grad este
egal cu numarul de muchii din poligonul de control
(adica, numarul de virfuri -1). Rezulta imediat din
aceasta definifie ca, formularea are control global, si
nu, local; adica, deplasarea unuia din virfurile de
control afecteaza forma intregii curbe. In plus, curba
este infinit diferentiabil, fiind o polinomialii.\

O curba Bezier q(u), u € [0,1], de gradul d definita
de un poligon de control <V0,...,Vi,...,Vd> ia forma:

d
a(w) = ¥ ViBY (u),uef0,1]
i=0

unde Bid(u) este polinomiala a i-a Bernstein de gradul d:
B! (w=tu' (1-w)*i=0, . d
Descrierea curbei q(u) in forma Bezier are multe
avantaje: forma este intuitiv legatd de virfurile de
control. Existd o constructie geometrica simpld pentru
curba, si divizarea curbei in doua segmente este simpla
d.p.v. geometric. De asemenea, este usor si se ridice
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gradul curbei, iar relatia dintre derivatele parametrice la
inceputul si la sfirgitul curbei si virfurile de control este
usor de exprimat. fn mod tipic, vom folosi urmitoarele
proprietati:
Pozitia: inceputul si sfirsitul curbei interpoleaza V|
si Va:
q(0)=Vy (1a)
q(D)=Vy4 (1b)
Prima derivati: derivata vectorului la inceputul
curbei este in direcfia vectorului din Vo la Vi, idar
derivata vectorului la sfirsitul curbei este in directia
vectorului din V41 la V4. Mai precis, derivatele
vectorilor initiali si finali sint:

aD=d(v;-vp) (2a)
aD(D=d(vVg-vy.p) (2b)
A doua derivati: derivata de ordinul doi la inceputul
curbei depinde doar de Vo, Vi si V2, iar la sfirsitul
curbei de V4.2,
Vd- 181 Y
QP(O)=d(d-1)(Vy-2V+V5) (3a)
aP(D)=d(d-1)(Vg-2V4 1+Vg) (3b)
Pentru a obtine controlul local, utilizam o
reprezentare din bucati a curbei. Intreaga curbi este
compusa din segmente curbe, fiecare din acestea fiind 0
polinomiala Bezier. Problema care apare este cum si
menjinem un anumit nivel de continuitate la capete;
adica:
dindu-se parametrii de forma f; si B, poligonul de
control <V0,...,Vi,...,Vd> definind parametrizarea:

d
qw) = 3 ViB{ (), ue[0,1]
1=0
sd gasim constringeri pe poligonul de control Bezier
<W0,...,Wj,...Wd> definind parametrizarea:
d

r(t)= Y W;B{ (0,te[0,1]
=0

astfel incit r si q sa se unueasca cu continuitate Gl (sau
Gz) in q(1 in raport cu B (si B2) (conform figura 2):
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Figura 2
Deoarece o curba Bezier interpoleaza primul si ultimul
dintre virfurile de control, putem garanta continuitate 0
(si deci GO) facind W=V ca in figura 2.
Sa trecem la continuitatea Gl. S3 amintim beta-
constringerea pentru continuitatea G1:

1 0) = B1qP (1) @

81




Pentru a obline continuitate G! pentru un B1>0 dat,
putem gasi W utilizind ecuatiile 2a,2b si 4:

d(Wy = Wp) =dBy (Vg — Vg-1),5 >0
Simplificind si rearanjind rezulta:

Wy =Wp +B1 (Vg = Vg-1).5, >0
si deoarece W=V,

Wy = Vg +B1 (Vg —Va1).f >0 &)

Geometric, ecuatia (5) statuteaza ca W trebuie sa
se gaseasc pe raza ce pleaca din V4(=W) extinzindu-
se in directia vectorului din Vg catre V4. Lungimea
segmentului WoW relativ la lungimea segmentului
V4.1V este data de parametrul 1. De aceea, dindu-se
V4.1Vq si B>0, virfurile de control W si Wy pot fi
determinate geometric asa cum se vede in figura 3 sau
algoritmic utilizind urmatoarea constructie:

(HWy <= Vy (62)

(2)W) & Wy + By (Vg = Vy-1) (6b)

W

Vd-1 Vg= W,

Figura 3

Odata consmnsc virfurile W st Wy in concordanta
cu continuitatea G1, virful de control W, poate fi
constrins sa garanteze continuitate G2 pentru un2B2 dat.
Sa amintim beta-constringerea de continuitate G-

1P0=p1a® ) +p0"

Pentru a obfine continuitate G2 pentru un P, dat,
utilizam ecuatiile 3a, 3b si 5 pentru a obtine:
d(d=1)(Wo -2W, + Wy ) = fRd(d=1)(Vy_y =2Vg.y + V) +B2d (Vg = Vay)
Rezolvind pentru W, rezulta (8a):

B2(V4 - V41)
d-1
Substituind Vg cu Wy si ecuatia (5) pentru Wy si

rearanjind rezulta (8b):

Wy = 2W; - Wy + B12(V_y =2V + Vg )+

W, =12V, -rzﬁ;zJrz,(aaﬁuaﬁil)vd_l +(p1? +zﬁ1+%+1)vd

Fata de abordarea algebrica datda mai sus, pentru
determinarea lui W, a fost dezvoltata o abordare
geometrica de catre Farin si imbunitatitd ulterior de
Boehm.

Constructia Farin-Boehm ia ca date de intrare
poligonul de control <Vy.9,V4.1,Vg4> $i parametrii de
forma B1>0sip2. Ea produce ca iesire poligonul de

control <Wp,W{,Wy>, astfel incit curbele sa se
intilneascd cu continuitate geometrica G2 in raport cu
B1siB2. Constructia poate fi statutata astfel:

(d-D(1+p1)

D = By BI@-1 1+ BD) (92)
Wy =V, (9b)
W, <= Wy +BL(Vy = Vg_y) (9¢c)
T e Vy_y +B12 ¥(Vyoy - Vyoa) (9d)
W, &= W, +4;-(W, -T) (9e)

Interpretarea geometricad a acestei constructii este
data in figura 4.

Figura 4

Cu alte cuvinte, doar W3 poate fi ales llber daca
insistam sa avem continuitate geometricd G2 odata ce
BlsiB2 sint alesi. Punctul crucial consta in faptul ca
relaxarea constringerilor de continuitate ne dau doua
grade de libertate in plus. In particular, putem ajusta
B15iB2 ca sa asiguram continuitatea G2 in ambele curbe.

Nota traducitorului.

Pentru o mai buni intelegere a continutului
articolului tradus mai sus consideram utila discutia
urmatoare:

Reprezentarea parametrica a unei curbe are fiecare
componenta exprimati ca o functie separatd univariata
(de un singur parametru). Coordonatele unui punct pot
fi scrise ca un vector rind astfel:

[X(u) Y(u)] — pentru o curba in spatiul euclidian 2D

[X(u) Y(u) Z{u)]—pentru o curba in spatiul euclidian

3D (1)

Este mai convenabil si notam vectorii rind cu q(u).
De asemenea, derivata parametrici in raport cu
parametrul u poate, de asemenea sa fie reprezentatd ca
un vector rind, astfel:

dz 42 42
q(u) = [——X(U);Y(U)]
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respectiv:

2 2 2 2
%qfu)=[%X(u)%Y(u)%zcu)1 @
du du du du
Cel mai adesea o curba Oarecare nu poate fi usor

definita prin intermediul une; singure functii analitice si
aceasta determina segmentarea ei si utilizarea separati
a cite unei functii analitice pentru fiecare bucata
formind o reprezentare din bucati a curbei. O curba
spline este compusi dintr-o succesiune de polinomiale
numite segmente curbe spline.

Fie o curbi in spatiul 3D, parametrizaty in raport cu
un parametru arbitrar u. Vectorul tangent unitar are
aceeasi direcfie si acelasi sens cu vectorul prime;j
derivate parametrice, dar este normalizat. Notindu—] cu
T(u) si presupunind o derivati de ordinul intii nenula,
avem:

(1)
T(u) = —ql_(lil
lq" (u)|

Vectorul curbura K(u) are marimea egala cu curbura
si este indreptat dinspre punctul dat spre centrul de
curbura  (centrul cerculuj osculator). Pentru o
parametrizare arbitrara, K(u) este dat de urmatoarea
relatie:

&)

K(u) = 92 Wxq? ))xq® (u)
=4 (Wxqg " (w)xq D u)
la® qwy?

Dindu-se doua curbe q(u) si r(u), fie jonctiunea lor
q(u)/r(u). Conform ecuatiei 3 continuitatea vectoruluj
tangent unitar se obtine daca:

qPqa) W
QP 11O oy

4

&)
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adica
(1)
O OL o, ®
la®
sau
D) =p1g® (1) ™

Pentru a determina condifiile necesare asupra lui
(2 (u) pentru a mentine continuitatea vectorului
curbura, se pleaci de 1a ecuatile 4 si 7:

B1aPx 0y)xp1g®ay @V Wxg@ 1))xq ()
=4 (xq “(MxqP ()

1Brq® QWP
Se poate observa ca o solutie suficients este:
r(z)(O}zﬁl?‘qz(l) (8)

In cazul general, r(z)(O) poate, de asemenea, s3
includa un termen aditional ce este un multiplu de
qDqy;

120 =p1%q (1)+ p2q® (1) ©

Aceasta conditie Baranteaza continuitatea vectoryluj
curburi ( si deci a curburii).

Conditiile 7 si 9 exprima cerintele de continuitate
ale vectorului tangent unitar si ale vectorului curburi si
inlocuiesc conditiile conventionale de continuitate ale
primei si celei de-a doua derivate parametrice. De notat
cd, aceste noi constringeri sint exprimate in termenii a
doi parametri de forma B1siB2 astfel incit Bl=1 indica
continuitatea primei derivate, iar B1=1 gi B2=0 indica
continuitatea primelor doux derivate.
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