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Rezumat. in lucrare sunt trecute in revistd unele rezultate matematice
obtinute de autori §i se sugereaza posibile aplicatii la rezolvarea unor
probleme din tehnica sau economie.

Cuvinte cheie: identificarea sistemelor prin optimizare pe directii
conjugate, modele continue pentru probleme mixte, programare
matematicd in condilii de incertitudine, aplicatii la programarea
productiei pe magini §i in investitii.

1. Asupra problemei identificirii proceselor
prin optimizare pe directii conjugate

S4 considerdm procesul

Ax =y (1.1)
in care A este matrice (n x nr? nesingulard si prin care
fiecdrui vector input x € R" {i corespunde un vector
output y € R". Definim ca problemi a identificarii
sistemului, problema determindrii matricei A. Asa cum
se observd, problema este consideratd determinist, cu
alte cuvinte y se poate determina fira zgomot.

Daca pentru x1,...., X", vectori liniar independenti
dispunem de outputurile corespunzitoare y!,...y"
atunci A este solutia ecuatiei matriceale

AX=Y (1.2)
adici
A=YX1 (1.3)

unde matricele X si Y sunt formate cu vectorii coloani
X, respectiv y.

Problema pe care o avem in vedere insi aici este
aceea a determindrii matricei A atunci cind nu
dispunem de outputurile y ci numai de valorile
anumitor functii de y, ca de exemplu:

f,=x oy (1.4)
sau

£, =y, 15

3 =Y ¥ (1.5)

Pentru exemplificare si presupunem ci A esle o
matrice simetricd si pozitiv definitd si ca putem
determina valorile functiei (1.4). Atunci procesul (1.1)
poate fi identificat cu ajutorul unui algoritm de
optimizare

K k—1 * k k ) k—1 k
x=x +2 d|f( )=rrilnf(x +4,d ) (1.6)
k

unde directiile d* sunt directii mutual conjugate cu A,
adica
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dAd=y & (1.7)
i
unde
i 0 i#]j
I i=j

Intr-adevar, daci in procesul de optimizare putem
crea n directii dX, k=1,..,n, mutual ortogonale cu A,
atunci este usor de vazut (9], [10] cd avem

- ~ =

A =DsDT
unde D este o matrice (n x n) ai cirei vectori coloand
sunt vectorii d® normalizati cu factorul

(1.8)

1 (19)
adica
d: =g.d" k=1,...n (1.10)

Or, factorul de normalizare B, se poate calcula
numai cu ajutorul valorilor functiei f; si a lungimii

pasului pe directie, dat fiind ca, dacd A7 este
determinat prin (1.6), atunci avem

7= =0)/@)

Odatd determinatd Al prin (1.8), procesul (1.1) se
identificd prin inversare.

Nu este greu de arditat ¢i, daciam cunoaste valorile
outputului y intr-un proces de optimizare (1.6) in care
dk sunt dircctii conjugate cu A, putem obtine direct pe
A. Intr-adevar, daca directiile d* satisfac (1.7), atunci

(1.11)

vE = Ad¥ (1.12)
satisfac
VAT = dlaaT Adl = ;-8 (143)
J

culaltc cuvinte, directiile v sunt mutual conjugate cu
A” siau acelasi factor de normalizare.
Rezulhd ca avem:

& =T (1.14)
unde matricea V are vectorii coloana L ¥1 dati de:
=gyl (115)

Tinind cont de (1.15) si de (1.12), rezulta

vy Y7 e
v 1% =ij=1 7
(=7 YT )

Dacid in locul valorilor functiei f,(y) cunoastem
valorile unei functii necunoscute f(y) = ¢(x) pe care o
presupunem pscudoconvexd, dtunci, in acelasi mod,
putem, intr-un proces de optimizare pe directii conjugate
sd determindm hessiana functiei ¢(x) in jurul punctului
de optim x” si sa identificim functia ¢(x) prin:

pX) =p(x") + 5 (x-xVH (x-x) (L17)

Problema generdrii directiilor conjugate de d* este
discutata in [9], [17].
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2. Unele restrictii si functii obiectiv specifice
repartizarii productlel pe masini. Modele de
programare matematicii continui peniru
probleme mixte

fn problemele de programare a productiei, in afard
de restrictiile clasice relativ la satisfacerea cererii de
produse si la capacitatea disponibild a masinilor se cer
indeplinite, dacd este posibil, si alte conditii ca de
exemplu: minimizarea dispersiei procesului de
productie prin minimizarea numirului de lansiri a
produselor pe masini, realizarea unei continuititi a
prelucrdrii unui acelasi produs pe o masind, o incircare
eficientd a maginilor etc. Realizarea acestor obiective
conduce la respectarea termenelor de predare prescrise
pentruunele produse, folosirea cit maiintensé si cit mai
uniforma a parcului de magini etc.

Daci x este vectorul necunoscutelor, problemele de
mai_.sus conduc la problema minimizirii cardinalului

luix, (MCRL): min |x| +, cu conditiile Ax = b,x = 0,

undecu |x| *se noteaza cardinalul lui x,adici numérul
componentelor strict pozitive ale lui x. In cele ce
urmeaza presupunem cd domeniul de admisibilitate al

problemei MCRL este mérginit si fie x? solutia ei.

Pentru determinarea acestei solutii autorii au
propus [13] rezolvarea unei probleme echivalente, Po,
in variabile continue. Intre cele dous probleme exista
urmitoarea legdtura:

Teorema 2.1. Existi un vector aT=(ay, .., @), ;>0
astfel incit solutia problemei P oy:

mmol() E X,/ (a,+x), Ax=b, x=0 este o

solutie a problemel MCRL.
Demonstratle. Fie S = {x| Ax = b, x = 0}. Pentru

orlcexeSavemx—E Al x 2 A=1, 420
i=1 =1

i B ; ; . s
unde x sunt virfurile pohedrulm solutiilor admisibile
- i
si deci, cum xvzo, avem:

s
ix|+= ElixL = max|x

i=1

i)

adicd solutia problemei MCRL nu este un punct
interior al lui S. Pot exista mai multe solutii, toate
virfurisau chiar o infinitate de solutii in cazul cind avem
mai multe muchii ale poliedrului solutiilor. Oricum, o
solutie a problemei MCRL este un virf.

Daci notam cu e, vectorul cu (e,), = 1

dacd x; > 0 si (e,);=0dacd x;=0, atunciavem:
x| *> oxa|x€ R",a1 ozosl,x1 #0=»

=X 2 ag(l-¢)] =z [x] '(l -€ ex) (2.1)
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unde cu e se noteazd vectorul de componente g;,

0<e¢<1.Fiea =min {)3 >0, )J}glxa solutia

1 i
problemei Po, pentru o, = a alsi. Conform cu (2.1):
* * |+ T
alx_| z|x l-¢e¢ 2.2)
1 ( al) g, ( xo'.'l) (
Daci 1o nt i atunci cum
9, xcrl |xc| I

+
|x: | > 0,(x}), luind ¢ suficient de mic, rezulta:

o,(x. ) > 0,(x.), (3

adica x; nu este un punct de minim al problemei Po, .
L

4

Daca |x) | < IxZ‘ ,atuncix; nu este 0 solutie

1

a problemei MCRL.
Ca o consecintd imediatd a Teoremei 2.1, rezultd cd

orice solutie x;

a problemei Po, este o solutie a
1

Gk & -
problemei: min|x| , cu conditiile Ax =b — HAC 4
vod
unde 4 este valoarea celei mai mici componente a lui x’

vl o

diferitd de zero, si e » esteun vector cu (e & ) =il
1 1
1

dacix* > 0si (e *) = 0dacix* =0.
1 ¥ )(c,.1 ) 1
I

De asemenea, sd facem observatia cid, daci
problema MCRL are o solutie unicd, atunci cele doui
probleme sunt echivalente.

Teorema 2.2. O conditie suficientd ca solutia x> a
1

problemei Po_ , pentru un « dat, sa fie o solutie x: a

problemei MCRL este ca:

+
) = (x* ,a] <1 (2.4)
o, 1 g,

Demonstratie. Fie x:, 0 solutie a problemei MCRL.
Avem urmatorul sir de inegalitdti:

* | 4 5 * + * " *
xcrl = L* | = 51 (xc) =2 (xo]) (25)
Dacs |x* T o [ < 1 inegalititile (2.5
g, 1( a]’aJ BN )
implica x;l t= X! i
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Nu rezulta insa neaparat ci, daci

+
*

X
Py

+ + .
atunci

* *
= |X X
c a

*1<1
- o, (xgl) <

sau, ceea ce aste acelasi lucru, ¢, daci

+
*

e

* i
1 = (xo,]) > 1, atunci

+

Pe baza teoremelor 2.1 si 2.2 putem da urmitorul
algoritm pentru rezolvarea problemei MCRL:
Fie la secventa k vectorul ¥ si x* un virf cu cel

3
mai mic numdar de componente pozitive cunoscut pini
acum.
Pasul 1. Determind

+
* . * _ < k
x"akl .al(xoak) —mma(x,a),
xES={x !Ax=b,x=_-0l.

2." Test de ptimalitate. Daca

Pasul
+
* *
x"ak -9 (xgak) <1,
atunci x> este 0 solutie a problemei MCRL,
24
STOP, altfel se trece la pasul 3.
Pasul 3. Daci
+ -
* * "
X = |x , atunci
o o,
X, =X
o ok’

Punctulx’ este solutia problemei MCRL u:

; +
min | x| yAX=b —u_ Ae
S

s
Daca problema MCRL u aproximeazi suficient
problema MCRL, STOP, altfel se trece la pasul 4.
Pasul 4.
=pak0<p<lk:=k+1
Teorema 2.3. Algoritmul de solutionare a problemei

»

MCRL este finit. Intr-adevar, dat fiind un punct x;

acesta, fie ci este optimul pentru problema MCRL si
dupd un numir de iteratii va satisface criteriul de
optimalitate tinind cont de faptul ca

+
lim ol(x a) = Ixol ,fie cava fi tnlocuit cu un punct
a=>(

optimal deoarece «k va satisface conditiile tcoremei
2.1.
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Functia concavd d(x) = x / (@ + x), definitd pe
RA{a} afostintrodusd in [13]cao functie de un interes
general in rezolvarea problemelor de programare
intreagd sau mixtd, ca urmare a proprietitii ei de a avea
aproape peste tot, in R, in sens generalizat, valori
aproape cgale cu 1.

Spunem cid o proprictate are loc aproape peste tot
in sens gencralizat dacd raportul dintre misura
multimii punctelor care nu poseda proprietatea si
masura multimii tuturor punctelor pe care se studiazi
aceastd proprictate poate fi ficutd mai mici decit un e
arbitrar de mic.

In [11], [16), functia d(x) este studiati ca o functie
de apartenentd in sensul teoriei multimilor vagi. Tot
aici sc studiazd proprietatile functiei de apartenenta
complementare:

sX)=1-dx)=a/(a+x), a>0

care este o functie convexd pe R |

fn mod analog cu demonstraua tcorcmclor 2.1si
2.2, se pot demonstra teoremele:

Teorema 2.4. Existd un vector a T = (ay, ..., a,)astfel
. * .
ca solutia X7, 8 problemei P o,

max o, (x, ) —2 a. /(a;+x)
i=1
cu conditiile Ax = b, x =
problemei MCRL.
Teorema 2.5. O conditie suficicnta ca solutia x*_a

0, s4 fie o solutie x a

problemci Po, s fic 0 solutic a problemei MCRL este ca

sd aibd loc incgalitatea:

. +
o, (xo’) + —n<l
Rezultatele obtinute pot fi incluse intr-un domeniu
mai larg, abordat de V. Cabot [4] in 1975, pentru
rezolvarea in real a problemei de determinare a unei

solutii admisibile pentru problema de programare
lineard pe o latice, PLL:

*
X
g,

5
mnz=3% cx, Xx€S§, s = {x[Ax:b,sz}
j=1 11

. ; +
cu conditia suplimentard | x| g =T unde K este o

multime de indici.

in legdturd cu accastd problema, tot in [11] am dat
o conditie pentru caracterizarea unei solutii cu cardinal
minim a problemci PLL, daca problema are o solutie
admisibila.

Probleme privind afectarea produselor pe masini
Presupunem un proces de productie cu variabile

continue - o conditic de integritate asupra variabilelor
nu ar schimba forma modclului, dar ar complica si mai
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mult rezolvarea lui - in care notdm cu x;;. cantitatea din
produsul i care se realizeaz3 pe masina k.

Principalele restrictii ale problemei de afectare
sunt:

- restrictii privind acoperirea cererii pe

sortimente:

2 x. =D, 1€l (2.6)

KEK ik i

— restrictii privind capacitatea disponibilad a

fiecArei masini

igl tx, =T, k€K 2.7
unde am notat cu I multimea produselor, cu K
multimea masinilor, cu D, cererea pentru produsul i, cu
T, timpul total de functionare al maginii k in perioada
respectivd de planificaresicut, timpul necesar masinii
k pentru a realiza o unitate de produs i.

Pentru a realiza vectorul de productie
X= (xiklxik =20,iel, keK) cu o imprastiere
minima si/sau cu o anumita preferintd pentru afectarca
produselor pe masini, Tn [33] propunem ca functie
obiectiv:

mino, (X, a) = X S (e Xy
1( ) iél knglk ik (.k .k)

Py =0, @, > 0, X\ =0 (2.8)

Daci toti p;, sunt egali, minimizind (2.8) supusa la
restrictiile liniare, (2.6), (2.7) rezultd conform

teoremelor 2.1 si 2.2 ¢d am minimizat |x| +. Daca p,,
sunt coeficientii de penalizare diferiti, numarul
componentelor strict pozitive poate creste, dar putem
sd obtinem o afectare preferentiatd a produselor pe
masini.

In [33] am ardtat i in locul functiei obiectiv (2.8)
se poate utiliza echivalent functia:

max o,(x, c) =_E _E P, @,/ (@, +%x.), (29

i€l k€K

P20,y >0, x. =0.

Functia obiectiv (2.8) sau (2.9), dacd estc
normalizatd corespunzitor, o putem interpreta ¢a o
functie de apartenentd [11] pentru realizarca
produsului,i pe masina k, in sensul teoriei multimilor
vagi.

Deci, minimizarea impristicrii produsului i, pc
multimea K a maginilor poate fi privitd ca minimizarca
functiei de apartenentd a produsului iy la multimea K
a maginilor, adica:

X
X... e . P,
|K|+ ]\gK lok ( i“k Iuk) (210)

mino; (X,a) =

a >0
ik
0

sau maximizarea functiei complementare de
apartenentd la nivel zero:
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min oy (X, @) = —

a. /fa  +X
R 2 ik ( ) (2.11)

Sa presupunem acum c# se doreste ca la realizarea
cererii D, din produsul i, sa nu participe decit cel mult
m; dintr-0 anume submultime V, C K, unde K| este
multimea masinilor care pot realiza produsul i. Aceast
conditie poate fi impusd de o restrictie de forma:

o B (aik + xik) =m,

kEV, (2.12)

In acelasi mod se poate scrie o restrictie care si
impund ca pc o anumitd masind k sd nu se faci decit cel
mult n, produse dintr-o anumitd submultime de
produse V, C I, unde I este multimea produselor care
se pot realiza pe masina k. Avem:
2 %/ (aik * xik) =0y

iEv (2.13)

Restrictiile de forma (2.12) sau (2.13) sunt restrictii
ncconvexe, cu variabile reale, echivalente cu asa
numitele restrictii de cardinalitate [41] sau probleme
de programare matematicd gencralizatd pe o latice [30].

Din acecasi clasd a restrictiilor neconvexe, putem
identifica conditiile de incarcare eficientd a masinilor.

Astlel, pentru anumite procese de productie se
poate cere incdrcarea unei masini cu un anumit produs
la nivelul capacitdtii ei sau la nivel zero, astfel incit
magina sd rdmind liberd pentru realizarea altor
produse. O astlel de conditie poate fi scrisd sub forma:

X 2B Qi [X;k/ (aik + xik)] (2.14)
unde g, este productia maximd, care poate fi obtinutd
din produsul i pe magina k in perioada de programare,
si 4 cste un procent dat.

Pentru modelele de programare a productiei, foarte
adesca determinarca unei solutii admisibile in raport
cu restrictiile de cerere si capacitate este o problemi
dificild. Ca urmare, problemele de programare
matemalticd cu restrictlii inexacte sunt intens studiate.

fn cazul restrictiilor liniare (2.6), (2.7), se poate
incerca parametrizarca vectorului termenului liber,
astfel incit sa avem:

kgK x, 2D —q, i€l (2.15)

A)
%1 b= Tk H g kishe (2.16)
(B) 0<q =7, i€l (2.17)
19=7 = 7, ke (2.18)

unde q; este cantitatea din produsul i cu care nu va fi
realizald cererea, 1, este timpul suplimentar necesar
masinii k pentru realizarea programului de productie, iar
q §i T sunt limitcle prevdzute pentru q; si respectiv ..
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Pentru a minimiza abaterile fatd de cerere si
capacitéitile de productie disponibile, putem utiliza ca
functii obiectiv:
min f](q,t)=2 pq.+ > P.'7 P,20,p 20 (2.19)

i€l kEK

minf,(q7)= 3 pg’+ 3 pr2 p20,p20 (220)
i€l kEK

Pentru a gési un vector de productie,
z=(x,q,r)ES=ANB si care in plus s minimizeze
numirul abaterilor de la programul de productie si/sau
numérul desuplimentdri de capacitate, propunem [33],
[35] minimizarea functiei obiectiv:

. 1
e [iezl W (ai+qi>2+2

S t/(a, +1 (2l)
+REK k ( k k)

Utilizarea functiei (2.21) este motivatd, de
asemenea, de teorema 2.1 si 2.2,

Aproximatii lineare

Rezolvarea problemelor de programare
matematicd neconvexd este dificild. Un algoritm pentru
obtinerea unei solutii optimale pentru modclc cu
functii obiectiv neconvexe separabile si restrictii liniare
este propus de Falk si Soland in [27]. Algoritmul
utilizeazd o procedurd de "branch and bound", care se
efectueazi printr-o succesiune de optimizari cu functii
obiectiv date de anvelopa convexd a functiei neconvexe
pe anumite domenii.

Cum pentru functii separabile concave anvelopa
convexd este lineard, rezultd ci pentru toate modelele
neconvexe de mai sus, in cazul problemelor de
dimensiuni mari, ne putem mdrgini la o solutic
suboptimald, obtinutd in cadrul unor anumite limite de
calcul date. Pentru exemplificarea procedurii pe un
exemplu numeric se poate consulta [11].

Fie:
X.
oy (%) = ?’LL?J (2.22)
a,
2 (%%) = @JTJ (2.23)
Anvelopa convexi in intervalul [I). , LJJ a functiei
Py este:
¥y (xj,aj) = [aj/((ajﬂj) (aj+Lj))} X+ -
+1L / ( (aj-i-lj) . (aj+Lj) )
iar a functiei —p,; pe acelasi interva. este:
Y. (X, =[a./ a.+l) (a+L. ] oX +
21(1 J) j ((J J)(J J)) | (225)

+ [1 - !J.Lj/((a}Hj) ; (aj+Lj))]
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a) Sd considerdm functia obicctiv neconvexd (2.8) in
care toti p,,. = 1. Considerind in mod natural ci fiecare
xikE [O’Cik , unde ¢;, este cantitatea din produsul i pe

care masinia k o poate tehnic realiza, anvelopa convexa
a functiei (2.8) tinind seama de (2.24) cu 1j=0,'Lj=cik
avem:

vaxa)=23 % [l/(aik+cik)]xik’aik >0 (2.26)

ielkek

si pentru a;, < <c;, putem enunfa urmatoarea teoremi
de primd aproximatic:
Teorema 2.6. Functia obicctiv a unui proces de
productie care minimizeazd numdrul de componente
strict pozitive ale vectoruluide productie si prin aceasta
dispersia prelucrdrii pe masini este, intr-o prima
aproximatie, o functie lineard, cu coeficienti invers
proportionali cu capacitatca masinilor, relativa la
ficcare componentd a vectorului de produse.
b) In cazul  functici (2.21), pentru
q.€ [() , qi] e [() . ?k} , anvelopa convexi este:

el | B =i
! |I|++|K|+[|El o+,
(2.27)

1
= }

de unde pentru ;< <{; §i @, <<7, putem enunta
tcoremele: i

Teorema 2.7. Functia obicctiv a unui proces de
productie, care minimizcazd numérul de pozitii
ncindeplinite din planul de productie este, intr-o prima
aproximatic, o functie lineard, cu coeficientii invers
proportionali cu nivelul permis de nerealizare a cererii.
Teorema 2.8. Functia obiectiv a unui proces de
productic, care minimizcazd numirul de suplimentdri
de capacitate de productie este, intr-o prima
aproximatic, o functic lincard, cu coeficienti invers
proportionali cu nivelul permis de suplimentare a
capacitdtii de productice.

O altd justificare a accstor aproximatii lineare ar
putea fisiaceca a unor penalizdri invers proportionale
cu marimea disponibilitdtii vectorului resursi
neparametrizat, ceca c¢ corespunde ideii intuitive ¢d, o
resursd cu disponibil mare permite un interval de
varialic mai mare decit o resursd cu disponibil mai mic.

Uncle din functiile obicctiv prezentate mai sus au fost
testate numeric, atit prin rezolvarca unor probleme test,
cit si a unor probleme concrete de programare a
productici la o scetic de electrozi de sudurd [36].

Experimentele au condus la obtinerea unor
programe dc productie cu un numdr de schimbari de
matritc la presare, de depdsiri de capacitdti si de
nerealizdri ale pozitiilor de plan mai mic decit in cazul
utilizdrii altor functii de eficienta.

47




3. Asupra unor modele de programare
matematica in investitii

Dat fiind un model, problema formulirii unor
criterii de determinare a unei solutii, in conditii de
incertitudine asupra coeficientilor si apoi a rezolviriii
modelului de optimizare in raport cu acest criteriu, a
facut obiectul a numeroase cercetdri care s-au
constituit deja in discipline de studiu, cum ar fi
programarea stocasticd, in care se presupune ci se
cunosc functiile de distributie a vectorilor
coeficientilor sau a erorilor cu care acestia sunt
cunoscuti. Pentru probleme reale, determinarea
acestor distributii poate fi ea insdsi o problemi grea,
astfel incit prezinta un real interes studiul modelelor in
care despre unii coeficienti se cunoaste numai ci ei
variazd in anumite intervale sau domenii. Diferite
aspecte nestocastice ale inexactitatii au facut obiectul
unor cercetdri, devenite de acum clasice, cum sunt
cercetdrile lui Dantzig [8] sau mai recent [1], [5], [14],
[39], [42].

Una dintre problemele relativmaisimple este aceea
in care se presupune ci vectorul termenilor liberi ai
resurselor sau vectorul coeficientilor functiei obiectiv
variazd intr-un domeniu poliedral convex §i marginit.

fn [1] se studiaza aceasts problemi iIn cazul unor
modele lineare de programare matematicd in care se
presupune cd vectorul coeficientilor functiei obiectiv
este un punct arbitrar al unui poliedru convex si
marginit. Pentru rezolvarea problemei, criteriul linear
de alegere a solutiei este inlocuit printr-unul din
urmatoarele criterii: criteriul de minimax al lui Wald,
criteriul lui Laplace de minimizare a mediei aritmetice
a pierderilor, criteriul Iui Hurwitz de minimizare a unej
combinatii lineare dintre maximul si minimul pierderii
sau prin criteriul lui Savage-Niehans de regret
minimax. Solutia optimald a modelului se defineste in
acest caz astfel ca, oricare va fi valoarea coeficientilor
indomeniul de variatie, si ne asigurdm o solutie optima
in raport cu una din functiile scop mentionate mai sus.
fn [1] se arata ca pornind de la probleme lincare, cu
coeficientii functiei obiectiv variind intr-un domeniu
poliedral convex si mirginit, se ajunge la rezolvarea
uneia sau mai multor probleme lineare, in functie de
criteriul ales, pe domenii extinse.

In [14], extindem rezultatele din [1] la cazul in care
functia obiectiv este convex in vectorul variabilelor x
si convexd sau concava in v (vectorul coeficientilor
functiei obiectiv), iar domeniul de admisibilitate X este
0 multime convexd arbitrard, nu neaparat un poliedru
convex, vectorul v rdminind sa fie un punct arbitrar
intr-un poliedru convex si marginit V.

Aceste rezultate pot fi utilizate pentru a pune in
evidentd posibilitatea rezolvarii unor modele nelineare
de investitii, in conditii de incertitudine asupra valorii
nete a proicctelor. Problema alocirii fondurilor la diferite
proiecte de investitii a reprezentat una dintre primele
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aplicatii ale programirii matematice in economie. inci
din 1955, Lorie si Savage [32] definesc problema PLS
astlcl: data fiind valoarea netd prezentd a unui set de
alternative de investitii independente si date fiind
cheltuielile pentru aceste proiecte in fiecare din cele T
perioade de timp, pe orizontul cdruia se studiazi
problema, sd se gdseascd subsetul de proiecte care
maximizeazd valoarea totald netd actuald a proiectelor
acceptatesicaresatisface in acelasi timp restrictiile asupra
cheltuielilor in ficcare din cele T perioade.

" Problema poate fi modelatd ca o problema de
programare lineard intrcaga.

n

maxjg1 V¥ (3.1)
cu conditiile
n
_21 cljxj =C, t=1.T (3.2)
J:
X; € {0,1}, j=1,..n (3.3)
unde:

v; - valoarca netd prezentd a proiectului j, cind se ia
in consideratie procentul actual al dobinzii;

¢, - cheltuiclile necesare proiectului j in perioada t;
i

C, - cheluiclile maxime permise in perioada t.

Ulterior, acest model a fost extins de Weingartner
[43] la cazul in care proiectele sunt interdependente. Si
in acest caz, problema ce se propune a fi rezolvati este
0 problemd de programare lineard cu variabile
ZEro-unu:

max [(v,X) = v x (3.4)
xeEX (3.5)
x€ {01}, j=1...n (3.6)

unde [(x) este o functie lineard in x, cu coeficienti v, iar
X este un policdru convex.

Este evident ca pentru problema alegerii
proicctelor de investitii, atit faptul cd X este un
poliedru convex, cel putin fn cazul proiectelor
interdependente, cit si faptul cd coeficientii v sunt
cunoscutli cu exactitate, sunt ipoteze destul de
restrictive, astfel incit este justificat urmatorul model
de alegere a proiectelor de investitii, MWDL, model
care maximizeazd valoarea netd actuald, in conditiile
celei mai proaste stari a vectoruluiv in V:

max  min f(v,x) (3.7
XEX VEV
x € {0,1}, j=1,..,n (3.8)

unde f(v,x) este o functie concavd in x pentru v fixat, si
linear in v pentru x fixat, X o multime convex3, iar V un
poliedru convex si marginit.

Avem Teorema 3.1. Problema (3.7) este o problema
convexd. Demonstratia este imediatd tinind seama de
faptul ca, pentru x fixat, functia ¢(x) = min f(vXx) este
o functic concava. vEV

Rezolvarca Tnsd a unei probleme booleene de max
min (3.7) - (3.8) nu ar fi o problema simpla chiar daci
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problema este convexd. Reducerea ei la cazul unei
probleme lineare zero-unu reprezintd desigur un
avantaj evident, tinind seama ci pentru dimensiunile
relativ mici ale unor asemenea probleme, rezolvarea ei
nu mai prezintd astizi dificultati.

Teorema 3.2. Solutia problemei MWDLE:

max xn+1 (39)
[x,xn_H] [ Xe (3.10)
X €{01}, j=1,..,n (3.11)
unde:

Xe={ [x,xn+1] IxEX,fk(vk,x) 2X, 4 VE 0} (3.12)

iar, 0 noteazd multimea virfurilor poliedrului convex
si mérginit V, este o solutie a problemei MWDL.

Demonstratia este imediatd dacid observim ca in
conditiile in care pentru x fixat functia f(v,x) fiind
lineard in v isi va atinge minimul intr-un virf al lui V si
deci avem

max min f(v;x)= max mip f(v*x) (3.13)

xEX VvEV XEX Jev

X €{01}, j=1,..,n, X; € {0,1}, j=1,..,n(3.14)

Odati obtinutd relatia (3.13), teorema este
demonstratd deoarece pe X, maxx_ , ; nu poate depisi
min f(vx) conform conditiilor puse in (3.12).
veEv
Observatie. Problema MWDLE este o problemi
zero-unu convexd. Dacd X este o multime convexi
definitd de relatii lineare atunci problema MWDLE
este o problemi lineard zero-unu.

Inlocul criteriului (3.7), de minimax a lui Wald, am
putea considera un ecriteriu Savage-Niehans de
minimax al regretului si ca urmare si rezolvim o
problemad MSNDL.:

min max [max f(vx) — f(v,x)] (3.15)
xEX vEV | xEX
x€ {01}, j=1,..n (3.16)

Teorema 3.3. Daca f(x,v) este o functie lineard in vsi V

esteun poliedru convex si marginit, iar 0 este multimea
virfurilor poliedrului V, atunci avem:
min max [ max f(v,x) — f(v,x)] =

A"
xEX vE xEX (3.17)

= min max | max f(vxx) — f(v,x)
3EX =% | xEX

Demonstratia rezultd din faptul ci, pentru v fixat,

functia ¢(v) = max f(vx) — f(vx) este o functie
xEX

convexd in v daci f(v,x) este lineard in v.
Teorema 3.4. In conditiile teoremei 3.3, o solutic a
problemei MSNDL

min x4, (3.18)
[x ’xn+1] ex:
XE{01}, J=1,..n (3.19)
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unde:
k
Xe={ [xl,xn+l:] EXX o 22 ——f(vk,x),vkEO},
(3.20)
= min (¥x), k=1,...,| 9] (3.21)

xEX

este o solutie a problemei MSNDL.

Demonstratia este imediata tinind cont de teorema 3.3.
Observatie. Daca {(v,x), pentru v fixat, este o functie
convexd in x i X este 0 multime convex3, atunci
problema MSNDLE este o problema zero-unu
convexd. Dacd (v,x) este lineara in v si x, iar X este un
policdru convex, atunci problema este o problemi
zero-unu lineard.

Criteriul lui Laplace de maximizare a mediei
aritmetice a cistigurilor in virfurile extreme ale lui V

A

\

max —é— S (%, %), xEX, 6,E{0,1}, j=1,...,n (3:22)
|V]k=1

conduce, de asemenca, la o problem3 zero-unu convexa

daca f(vk,x) sunt functiiconcave inx, si X este o multime

convexa.
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