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Partea IT:

Unele rezultate in programarea matematici si
posibile aplicatii (II)

4. Asupra echlvalengel dintre programarea
matematici in sens clasic, multicriterial si in
conditii vagi

Fie X C R" domeniul de definitie al unei probleme
decizionale. Un scop vag in X este identificat cu o
submuljime vagi in X, definita de:

supp u4(x); unde puy(x): X - [0,1] (4.1)

In mod similar se potimpune m restrictii vagi, date prin
msubmul{imi vagi in x, definite de functiile de apartenengi:

#(x):X->[01], i=1,..,m (4.2)

Bellman gi Zadeh in [2] numesc decizie optimali, in
conditii vagi pe X, solutia problemei de maxmin:

max {v (x) IXGX} (4.3)
unde:
D(x)=min {yo(x),ul(x),...,ym(x)} (4.4)

Noivom numi problemi de programare matematici
in conditii vagi urmitoarea problema vectoriali:

E (uo(x), 1 (0 vl 0032 p)“
max F(x)=#10) (4.5)
xEX E

Hn(X)

* continuare din RRIA vol. 4, nr. 1/1994

Rev. Rom. de Informatici §i Automatici,Vol.4,nr.2-3, 1994

unde ¢, functie de u(x), 41 (X), ... @ (X) §i de vectorul
parametru p, este o funcie de tip penalizare asupra
functiilor care definesc restrictiile vagi.

Orice punct de optim Pareto sau punct nedominat
al problemei (4.5) va fi considerat punct de optim al
problemei de programare matematica in conditii vagi.

Reamintim ci un punct x;. se numeste punct Pareto

optimal pentru problema de programare
multicriteriald

max F(x), unde F (x)= (fl(x),...,fk(x)) : R"»R¥
xEX

unde F(x) este o functie vectoriald superior
semicontinui pe mul{imea compactd XCR", daci nu

existd X' €X, x'=xr. astfel cﬁ F(x’ > F(xg|, semnul>

avancl semmflca;ld ca F x =F x; este echivalentcu

(ml si F = ngFl Mul{imea punctelor
Pareto optimdle o vom nota cu P(F) si este definitd de

P(F)= xFEX xF= arg max F(x)

xEX

Pentru ajustifica aceastd definitie trebuie sa ariitim
ca ca generalizeaza definifia deciziei optimale in sensul
lui Bellman §i Zadeh i, in plus, ea poate furniza
optimal unei-probleme clasice de programare
matematica, adicd a unei probleme in care scopul este
optimal lui uy(x) pe supp p (x) unde:

B )= (XY At (X)A .. Ap (X) =

= min {,ul(x),...,un(x)} (4.6)
iar

#ix):X-={0,1}, i=1,..,m (4.7)

Prima ceringa este imediati. Intr-adevir, daci de
exemplu, considerdm parametrii functiei de penalizare
zero gi luam @(x) = pu(x), se stie ci cel putin o solugie
a problemei de maxmin PMM:

max {xnﬂ |x€X,,ui(x)2xn+1, i= 0,1,...,m} (4.8)
X

este punctde optim. Pareto pentru problema vectoriali

(4.5).

Pe de alta parte, solutia problemei (4.8) in R™ esteo
soluie a problemei de maxim definitd de (4.3) i (4.4) inR".
Rezulta ci daca ¢(x) = g, prin rezolvarea problemei (4.5),
insensul determindrii mul{imii punctelor eficiente, se ob{in
solugiile decizionale optimale vagi Bellman-Zadeh.
Muljimea solutiilor problemei (4.5) este insd, in general,
mult mai bogatd decit multimea solutiilor problemei
definite de (4.3) si (4.4).

Problema determinirii unor puncte eficiente
pentru problema nelineari (4.5) este abordati in multe
lucrdri: [31], [37], [40]. Determinarea mul{imii tuturor
punctelor eficiente pentru clase de probleme nelineare
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este 0 problema deschisa. Se cunoagte, de exemplu [31],
ci dacdi F(x) este concava atunci prin maximizarea pe X
a unei combinatii convexe a componentelor lui F(x) se
obtine un punct eficient al problemei (4.5). In [3] s-a
ardtat cd in cazul programarii cu variabile booleene,
prin parametrizarea unei functii de agregare
unicriteriale se pot obgine toate punctele eficiente ale
problemei de programare multicriteriala.

Asupra programiérii matematice clasice in conditii vagi

Fie problema de programare matematicd (PPM):

min {f(x) |xEX, £,(x)=0, i=1,...,m} (4.9)

unde XCR" este 0 multime nevidi compacti, iar fgi g
sunt continue pe X.
Fie

Si={xER" gi(x)so}, i=1,...,m (4.10)

atunci (4.9) se pot scrie:
min{f(x)leXASlf\...ASm} (4.11)

X
in conditiile date, chiar daca X+ problema (4.11)
poate si nu aiba solutie. In acest caz se cautd o solugie
a problemei de programare matematica in conditii vagi
(PPMV), adicd a problemei multicriteriale:

(@(Ex), px); p )|
# (4.12)
max Fx)=1 *
xEX ®
#p(X)

unde u(x) este vectorul de componente u;(x):x - [0,1]
i = 1,..,, m, functii continue pe X astfel incit

1 pentru x€ Si (4.13)
<1 pentrux¢ S,

Functia y este o functie continud pe X astfel incit,
in cazul in care problema (4.9) are solutie, problema
(4.12), pentru anumite valori ale parametrilor p,, sa fie
echivalentd cu problema (4.9). Pentru aceasta este
necesar §i suficient ca solutia problemei (4.14)

max y (f(x), u(x),p)

xeX

sa coincida cu solutia problemei (4.9).

Conditia este necesard. Dacd ¢ (f(x), u(x);p) isi
atinge maximul in afara domeniului admisibil al
problemei (4.9) atunci problema (4.12) are soluii
(eventual o infinitate), care nu sunt solugii ale
problemei (4.9). Daca y igiatinge maximul pe
domeniul admisibil al problemei (4.9) atunci pentru
echivalenta este evident cd acest maxim trebuie sa
coincida cu maximul problemei (4.9).

Conditia este suficientd. Dacd y (f(x), u(x);p) este
o funcfie care igi atinge maximul pe doi=meniul
admisibil al problemei (4.9), punctele din afara acestui
domeniu nusunt puncte de optim Pareto pentru (4.12),
iar dintre punctele domeniului admisibil, datorita
faptului cd toti 4 sunt egali cu 1, singurele puncte de
optim Pareto sunt cele care optimizeaza pe ¢ . Dacd in
plus maximul luiy pe domeniul admisibil al problemei
(4.9) coincide cu maximul problemei (4.9), fapt care are
loc dacd, de exemplu, pe domeniul admisibil al lui (4.9),
Y (x) diferd de f(x) printr-o constantd, atunci solugia
problemei (4.12) este §i solutia problemei (4.9).

Rezultd cd este suficient ca ¢ si fie o functie de
penalizare /29/ pentru problema (4.9).

Exemple de astfel de functii de penalizare sunt:

v (6 pO=—1)+ 3 p? (1,(0-1) (4.15)
i=1
sau

v (6 p)=—f)+ 3 p? In g (x), p,(x) > 0(4.16)
i=1

sau
v Gp)=—19+ 3 p, epvum-1) @17)
i=1

wix) =0, i=1,.,m

Daci y (x, p° ) definit de (4.15), (4.16) sau (4.17)
este strict concava pe mulfimea convexd X atunci
solutia de optim Pareto a problemei (4.12) datd de:

x'(p') = argmaxy (xp)| x€X, (4.18)

conform teoremei lui Everett /25/, este o solutie a
problemei de programare matematica:

max { —fx)| x€X, u, 2 p, (x*(PO)), (4.19)

X

i=1,.,m
si, evident, in cazul in care:
w (" ) =1, i=1,..m (4.20)

atunci x‘(po) este solutia problemei de programare
matematica:

max { )| xEX, p, 21 }, (4.21)
In cazul in care: _
f(x) — fi 422
v 0 =@ = 1S g i
unde:
x = argmax (—f(x)) | xE€ X, (4.23)
x = argmin (—f(x)) | x€X, (4.24)
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existd solutii maxmin Bellman-Zadeh obtinute cu
ajutorul problemei definite prin (4.3) §i (4.4) sunt
solugii Pareto ale problemei (4.12), iar daci, de
exemplu:

v (sp) = py(x) + igl P?ﬂi(x) =
sau
Y ®p)) = () + i_gl p; In (%), (420
sau
427)

Y ®p) = p,® - 3 p; exp(V (9)—1),

atunci exista p astfel incat solutia max min a problemei
(4.12) sa fie 0 solutie max min de decizie optimala vagi
Bellman-Zadeh i in acelasi timp solufia problemei
(4.9), daca aceastd problema are solutii. Dacd X =
problema multicriteriald (4.12) are intotdeauna solutii.
In conditiile enuntate problema (4.14) are, de
asemenea, intotdeauna o solutie care, daci nu este
solutia problemei (4.9), este solutia problemai (4.19).
Asa cum am mai ficut remarca, multimea solugiilor
problemei (4.12) este insi in general mai bogati.

In continuare vom analiza problema (4.9) in cazul
cind restrictiile problemei sunt relaxate.

Sa presupunem cda restrictiile problemei (4.9)
definite de (4.10) devin:
Sn. = [x| gi(x)+riyi =0, y, = U,ri > 0,i=1,..,m| (4.28)

Numim problema relaxata atagatd problemei (4.9)
problema (PMR):
min { f(x) | x € X, g()+1y, 20,y 20,1, >0,

: (4.29)

i=1,...m

Daca y; nu sunt supugi la restrictii de mirginire
superioard, problema PMR are intotdeauna solutii
care coincid cu solutiile problemei:

min {f(x) |xeX } (4.30)

X

Problema relaxatdi PM:Y, definitd de (4.29), ne
permite definirea unei probleme de programare
matematicd vagd, intr-un spatiu (n+m) dimensional,
dar cu avantajul ci functiile de apartenenti.

po=py), i=l..m (4.31)

sunt functii de o singura variabild, mai usor de definit
§i de interpretat.

Problema multicriteriald de definitie a deciziei vagi
va fI:
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W, #E), p)]
#1(y1‘)
max F(z)=| * (4.32)
zE {XxY} NR .
B
unde: i .
= (xy) € R™™ (4.33)
R = {zm | g(x) + 1y, 20, i=1,...,m} (4.34)
Y = 0y. (4.35)
21 [ ']
y, =min g(x) (4.36)
xEX
y,= —min { 0y, } (4.37)

iar vectorul u(y) are componente functiile de
apartenenta

1) : [o,yi] > [0,1}, i=1,.,m (4.38)

Functiile p(y;) sunt functii descrescitoare de vy,
unde:

#0) =1, i=1,..m (4.39)

Functia de apartenen{d u;(y;) este definita de
(4.22), (4.23) si (4.24).

Functiile de apartenenta pot fi definite in diferite
moduri:

K(y) = l-—aiyi/ﬁi, 0<a=1 (4.40)
sau

wo) =4 Dy +1, yefog]  @4D

sau

wy) = -/ -/, Hy,+1, y.€ [0¥,]

) (4.42)
In paragraful precedent am aratat folosirea functiei
de apartenenta:

w0 @) =as/(@ +y)y, € [0y ],a >0 (443

pentru rezolvarea problemelor mixte intregi, a
problemelor de tip cardinalitate i am ardtat cum aceste
rezultate pot fi folosite pentru modelarea problemelor
de programarea productiei. '
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5. Asupra unor functionale monotone in
optimizarea multicriteriali. Probleme de
invarianta.

Fie problema vectoriald
max € X F(x)
X

unde X C R"este 0 mul{ime compactd, iar F(x) este un
vector de functii continue fj(x): X-=R,j=1,.k

Asa cum am mentionat o alternativda x*€X se
numegte solugie Pareto optimali {eficienti sau
nedominatd) in raport cu F(x): X -+ R", (k > 1), daca
nu existd x’€X cu F(x') 2 F(x*) §i F(x") #F(x*)

Intr-un caz special pentru luarea deciziilor in
conditii vagi in [2] Bellman i Zadeh au definit funcjia
de apartenenta

Bx)=u(F(x))
unde
#(F(x)) = min f;(x)
j=1,..k
fj(x):X = [0,1], j=1,..k

Fie P:’(F(x)) = {x;=arg maxF(x)}, mulfimea tuturor
x€EX

solutiilor de optim Pareto in raport cu F(x) si
P}(E ), ﬁ(x))={x§=arg maxF(x), ﬁ(x))}, multimea
xEX
tuturor solutiilor Pareto optimale in raport cu (FT(x),
B(x)
In [19], [20] autorii au ardtat cd existd o solutie

max-min Bellman-Zadeh, x:é pentru problema

max f(x) astfel incat xg € P, (F(x)) i in plus
xEX

P;(E(0) = P} (F (x), A(x))

adicd mul{imea P;(F(x)) ramine invariantd fatd de
adaugarea functionalei §(x) la vectorul F(x) al functiei
obiectiv.

Pentru luarea deciziilor, in afard de criteriul
Bellman-Zadeh, pot fi insé folosite §i alte criterii, ca de
exemplu:

— Criteriul de regret minmax Savage-Niehans:

min o(F(x)) = —max (—o(F(x))),
x€EX

unde

o(F(x))=v(F —F(x)),

* * *« T
T

f =maxf(x), j=1,..k
x€x !

siv este operatorul discret de maxim
v(F(x))=max £(x)

ji=1..k
— Criteriul Hurwicz
min y(x)=—max(—x(x)),
xEX xeEX

unde

1) =1 y(E"~F()+(1-1,) u(F" ~F(x)),
cu
O0=sr0=1,

iar v(F(x) si uF(x) sunt definite mai sus.
- Criteriul Laplace

max A(x)=—min (—A(x))
xEX xEX

unde
1
A(x) = < e,F(x) >,

cu
e=(1,..,1) <,> noténd produsul scalar.
— Ofunctie agregata (criteriul Laplace generalizat)
max A, (x)=—min (—Al(x))
xEX xEX
unde
L) = <1, F(x) >,
cu
r=(rpTi), Tj 2 0.

in cele ce urmeazi vom arita ca functionalele de
mai sus apar{in unei clase de funcgionale care au aceeagi
proprietate de invarian{d Pareto ca gi funcfionala
Bellman-Zadeh.

Sé considerdm acum urmétoarele doui probleme de
programare matematica

max F(x) (5.1)
xEX

§i
max F +(x) (5.2)
xEX

unde FT(x)=(f1(x),...,fk(x)), F(x):X -y CR,, (k>1),
iar F& ()=(F (,0(F(), F, (0:X~Y , CR* " este
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vectorul F(x) la care am addugat a k+1 componenta, o
functionala continui ¢ (F(x)): Y - R.

Teorema 5.1 Fie
* *
P (F)={xF=argmax F(x)}
xEX

mulfimea tuturor solutiilor de optim Pareto pentru
problema (5.1) si fie

P*(F+)={x;+=argxrga; F+(x)},

mul{imea tuturor solutiilor de optim Pareto pentru
problema (5.2). Atunci:

P*(F) CP*(F,) (5.3)

Daci in plus g este izotond, adici

FOsF0=pF ®) <pF@)64) 4
atunci

P*(F)=P*(F,) (5.5)

Demonstratie. Fie x;EP*(F) §i 84 presupunem ci
X @P"(F,). Atunci, din definigia soluiei de optim
Pareto, rezulti ci existi x> € X astfel incit

£() =L, j=1.k (5.6)

) * 5.7
P(F(X)) > p(F(<) G-7)
Dar (5.6) implici p(F(x)) =pF(x)) care contrazice
(5.7). Deci x, €P"(F
indeplinita.

Pentru a demonstra egalitatea (5.5) este suficient sa
ardtdm ci, dacd ¢(F(x)) este izotoni, atunci

* *
P (F, )CP (F).
Fie x;+EP*(F+), §i sd presupunem ci
*
Xy €2 (E).

Atunci existi X’ € X, astfel incét

4+) §i relagia (5.3) este

fj(x;+) S £(), j=1..k (5-8)

§i pentru cel putin un indice j, € {1,....k} avem
*
fye) < )
Tinand cont de (5.4), inegalititile (5.8) implici

P(FOc.,)) < p(E(X) (5.10)

(5.9)
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Dar (5.8), (5.9) si (5.10) impreuni contrazic
definitia lui x; . Deci P*(F,) C P*(F). Cele doua

incluziuni

P*(F) cP*(F,)

P(E) O P (F,)
implica

P'(F) =P"(F,)

Teorema este demonstrata.

Observatie. Teorema este valabild §i pentru
mulgimile

P.(F)= {X*F = arg min F(x)}

xEX
si

P (F )={x =argmin F (x)}
4 *F+ i

In continuare putem enunta:
Lema 5 1. Functionalele B(x)=x(F(x)), w(x)=v(Fx)),
AX)=7 <e F(X)> A, (x)=<r,F(x)> sunt functionale

1zot0ne m raport cu vectorul funcpel F(x), iar
cr(x)-v(F -F(x)) si (x)—rov(F F(x))+(1- ro)*

(F -F(x)), 0 = ry = 1 sunt functionale antitone in
raport cu F(x)). (Nota. O functionald ¢ este antitoni
daci - este jzolatd).

Demonstratie. Fie

F'(x)<F(®), F'(x),F°(x) € Y c R (3.11)
Atuﬂci#(Fl(X)) = fj1 (x) = Iz(x), pentru j=1,..k si deci
u(F(9) < u(F(x)).

Pentru  functionalele v(F(x)) obtinem
W(F %)z sz(x) > tjl(x), pentru j=1,..,k, deci
v(F}(0) S V(F, ().

Evident (5.11) implici A(F'(x)<A(F(X)) si
M(F () 4, (F ().

Deoarece (5.11) implicd, de asemenea,

F'-F'x) = F-F(x),

§i tindnd cont ci u(F(x)) si ¥(F(x)) sunt izotone in
raport cu F(x), rezulta:

w(F*~F' () = u(F" ~F(x)),
WE" =F (0) = F" -F(x)),
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astfel ci o(x) si x(x) sunt functionale antitone in raport
cu F(x).

Corolarul 5.1. Ca o consecinti a teoremei 5.1 si a lemei
1 avemn urmatoarele egalititi:

P*(Fx)=P"(F ®u(Fx)=
=P"(F (1), »(F(9))=P" (F" (%), A(F())) =
=P"(F' (x), A, (F()))=P"(F (x),~0(F()))=

=P"(F" (%), ~%(F())).

Corolarul 5.2. Daci ¢(F(x)) este o functionald continua

siizotond de F, unde F este o functie vectoriala definita

pe compactul X, atunci existd cel putin o solutie a

problemei max p(F(x)) care este o solutie Pareto
xEX

optimald a problemei max F(x).
xEX

fn particular, exista cel putin o solutie a fiecireia din
urmitoarele probleme:

max u(F(x))(criteriul Bellman-Zadeh),

xEX

min v(F(x))(criteriul von Neumann-Wald),
x€X
)l(‘nea;é ).l(F(x))(crnenul Laplace generalizat),

min o(F(x))(criteriul Savage-Niehans),
xEX

< min y(F(x))(criteriul Hurwicz),
x€EX

care este solutie Pareto optimald in raport cu F(x)
pentrux € X

Corolarul 5.2. este consecinta teoremei, a lemei 5.1
si a urmatoarei leme.

Lema 5.2. Fie P*(F(x)), multimea tuturor solutiilor de
optim Pareto a problemei vectoriale de maxim:
max F(x), si fie Q ={x.*=arg max f.(x)} unde X cR"
xEX ) xex !

este 0 multime compactd, nevida si fj(x), j=1,....k sunt

functii continue pe X. Atunci P*(F(x))ﬂ Qj*..—: @
pentru j=1,...k.

In [23] problema invariatiei multimii solutiilor
Pareto optimale am generalizat-o la cazul operatorilor
monotoni in sensul lui Collatz [7].

Avem urmitoarea Teoremi 5.2. Fie F: R" = R¥ o
functie vectoriald superior semicontinui pe multimea
compactd X C R" si fie problema vectoriald de
determinare a multimii Pareto optimali

P(F)={x-€X| x.= F
B={geX] 5 arg max F(x)

DaciT:R¥ +R™ este un operator strict monoton fn
sensul lui Collatz, adich, daci F'<F> = TF 1< TF si

(TF)= xI,FEXI xTF=arg max TF(X)} atunci P(TF)
c P(F) acl T este de tip strict mornoton, adica daci
TF' <TF? = F' <F?, atunci P(TF) 2 P(F).
Rezultd cd, dacd T este un operator strict monoton
si de tip strict monoton, atunci P(TF) = P(F).

Este ugor de vizut ci, daci w(F(x)):Rk-bR este 0
functionald istond de functia vectoriald F(x):Rn ->Rk,
atunci operatorul T :R® -» R *1 definit prin

T,F=F, =(F (), p(F(x)))
este un operator strict izoton de tip strict izoton.

Rezultd cd Teorema 5.1. este o consecintd a
teoremei 5.2.

Problema invariantei multimii solutiilor Pareto
optimai. ..., .- asemenea, loc si in cazul in care asupra
variabilelor problemei se aplicd o transformare
topologicd, asa cum am aratat in comunicarea "On the
Invariance of the Pareto Optimal Set under Bijective
Maps” facutd la Passau SOR XII/1987, in sensul ci o
transformare bijectiva si bicontinui transforma puncte
Pareto optimale in puncte Pareto optimale. (24).

O posibild implicatie a invariantei Pareto in
luarea deciziilor

S& considerdm o societate condusi la momentul t;
prin vectorul valorilor functiei F; (x, t)) = (f; (x, t)), f,
(% t)se i (%, 1)) unde x € H={mul{imea membrilor
societdtii}, iar fj, j=1,..,k sunt functii care mésoari
diferite aspecte ale vietii populatiei, ca de exemplu:
veniturile membrilor socxetam educatia, sindtatea etc.
fn raport cu F(x) la momentul t dlstmgem in H
multimea P, P, {multimea membrilor din H,
nedominati in raport cu F}.

Vom spune despre societate ci este politic stabild in
perioada v dacd P,=P,, ,, pentrut,t,,, €7 . Din
teorema de invariantd, rezultd ci un guvern poate
permite s se desfigoare in societate orice activitate al
cdrei rezultat se mdsoard printr-o functionald izotond,
in raport cu componentele actualului vector de functii
de decizie, fird teoremd cd situatia politicd se va
schimba. Mai mult, el poate introduce, pentru a
convinge si atrage populatia, o infinitate de astfel de
obiective in viata societatii.

Implicatii aseménétoare pot fi considerate daci F
este vectorul caracteristicilor unui produs, iar
problema de stabilitate este vizutd in raport cu evolutia
pe piatd a produselor competitive,

In concluzie, pentru a schimba o situatie,
producdtorul sau factorul de decizie trebuie si
actioneze cu functionalele neizotone.
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