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Rezumat:

Lucrarea prezintd o metodi de determinare a multimii

functiilor surjective cu domeniu si codomeniu multimi fi-

nite, bazatd pe metoda generald de elaborare a algoritmilor

Backtraking.
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1. Introducere

Problema gasirii unor algoritmi de generare a
unor multimi remarcabile constituie un subicct
abordat in literatura de specialitate. Tn [1] sunt
prezentati o serie intreagd de asemenea algo-
ritmi, printre care si algoritmi de generare a pro-
dusului cartezian a unui numéir finit de nwltimi,
a multimii aranjamentelor si a mul(imii per-
mutdrilor, deci [2] algoritmi de generare a multimii
tuturor functiilor, respectiv a mul{imii functiilor
injective, a multimii functiilor bijective, evident
cu domeniu 5i codomenin mul{imi finite.

In continuare, vom prezenta un algoritm de
generare a multimii tuturor functiilor surjective
cu domeniu si codomeniu mulgimi finite, precun si
consideratiile matematice care 1l fundamenteazi.

2. Echivalenta intre multimea
functiilor surjective cu domeniu
si codomeniu mult{imi finite si o
multime de matrici

Definitic. 1 Fie mon € Z: mon > 1 M =

Lom, N = 1,.n: Sy mullimea tuluvoy

Suneludor surjective, definete pe M. cu valore in
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No SRy madtimea de matrice caraclerizati dr
wemndloarcle proprielifi:

Loorteare ar i S8 = (si; e jenis; € 0.1

towricare ar fii € M ocxistd un wnic j € N asifel

imeal s;; = |:

tioorvicare ar i j 2 N ocausti i & M oastfel inedt

iy ==

Observatic.  Fie f 0 M — N snrjectivi,
Atunei m > no Proprictatea este cunoscuti s
nsor de demonstrat.

Teorema. 1 Mulfimile S, st SR suul cardi-
nwal celitvalente.

Demonstratio. Fie i 0 8, — S, deliniti
astlel: h(f) = 5.8 = (s;)ienrjen: ;5 = 1 daci

F(H) = J.=0 altfol.

Funcgia b este corect definiti.

Fie [ € 5, definim & = (5i5)iearjen ast-
fel: oricare ar i i € M.j € N,s; = 1, daca
(1) = j, 0 altfel. Evident s; € 0.1 deci S verifici
1). Deoarece f este functie pentru ficcare ¢ € A
existd un unic j € N astfel incat (i) = j. adici
oricare ar fi /7 € M existi un unic j € N astfel
meatl s;; = Lo dect S verifici 1), Deoarece [ este
functie surjectiva, oricare ar fi § € N existi i € M
astfel mceat [(7) = j. adicd oricare ar fi j € N ex-
15ta 7 € A astfel meat 55 = 1. dect S verified iii).
Pentru a incheia, observam ca unei funetii wu-i
poate corespunde deeat o sinsurd matrice, coca ce
este evident din modol com am definit matricea

corespunzatoare funetied,

Functia h este injectiva,
Fie fog € Sy [ diferitd de g; oxisti j.ok € N, j
diferit de k astfel meat j = f(i) i k = g(i).

Fie S = n(f) si 7" = 4(f).8 = (si;)ienrjen.
T = (i )iew jex: din definitia mulginmii S,
(vezi 1) ) rezulta s = 1 s fyp = 0. respectiv
sie = 051t L = Hodeei S este diferita de 77

Functgia h este suvjectivi

Vie S e S, din definitie (vezi i) rezaltd ca
cricare ar fi 7e N exista un unie j & N astlel
meat s = 1o Delinim f(7) = 4. Evident [ este
corect delinita 5i h(f) = S,

3. Algoritin de generare a multimii
matricilor, echivalenti cu
multimea functiilor surjective

Din teorema boperaltd ¢d a0 genera nl(iniea
Binetitlor surjective definite pe A en valori i N




este echivalent cu a genera multimea de matrici
SR.un. Pentru aceasta vom folosi metoda gene-
rald Backtracking (vezi [3]).

Spatiul solutiilor este multimea A, definitd ca
produsul cartezian al multimilor Ay, ..., Ap:
Ay = = A,,: oricare ar fi ¢ € M multimea
A; se defineste astfel:

A; = {(ay,...,an)/ay € {0,1}, oricare ar fi
t € N; existd un unic t € N astfel incat a, = 1}.

Elernentul initial pentru fiecare multime A;, 7 €
M, este vectorul nul (0,...0) cu n componente.

Succesorul unui element din multimea A;, 1 € M
se defineste astfel:

e elementul (0,...,0,1) nu are succesor;

e succesorul elementului (ap,...,a,) astfel
incat ap = 1,k = 1....,n— 1 este elemen-
tul (ay,....an) pentru care a4y = 1.

Conditiile de continuare se exprima pornind de
la observatia ca oricare matrice din SRy,,, gene-

tati linie cu linie, nn are nici o coloand nuld; la

fiecare pas k, k = 1,...,m, cand se genereaza o
linie conditiile de continuare se exprima astfel:
numiarul coloanelor nule din matricea formata de
linia de la pasul k cu liniile deja generate la pasii
anteriori trebuie sa fie cel mult m — k.

Algoritmul este descris de programul de mai
jos scris 1 limbajul TurboPascal, care, totodata
aliseazd pentru fiecare matrice generatd functia
surjectiva corespunzatoare.

program surjective;
uses crt;
const dinhyar = 20;
type mat=array[l ...dimmar, 1 .. diMmarl
of O ...l
var k, nrf, m, n:integer;

as, ev:boolean;

s:mat;
procedure init(k, n:integer; var s:mat);

Initializeazd cu vectorul nul linia k a
matricii date

var i:integer;

begin

for i:=1 to n do

s[k,1]:=0;

end;

procedure succesor (var as:boolean; var
s:mat; k,n:integer);

Procedura genereazda succesorul linieil k,
daci existd, caz in care variabila as

("are succesor") primesgte valoarea true

var i:integer;

begin
i:=1;
while (s[k,i]=0) and (i<n) do
G B
if i<n then
begin
as:=true;
sfk,1i]:=0;
s[k,i+1]:=1;
end
else
if s[k,n)=1 then as:=false
else
begin
as:=true;
slk,1]:=1;
end
end;
procedure valid (var ev:boolean; s:mat;
m,k,n:integer);

Procedura verifici dacid linia k generatd
verificd conditiile de continuare, caz
in care variabila ev (" E valid")
primeste valoarea true. In cn

determinim nr. coloanelor nule din cele

k linii generate

var 1,j,sc,cn:integer;
begin
cn:=0;
for j:=1 to n do
begin
sc:=0;
for i:=1 to k do
sc:=sc+s[i,j];
if sc=0 then cn:=cn+i;
end;
if ¢ < —k then ev:=true
else ev:=false;
end;
function solutie (m,k:integer):boolean;

Dupd ce am generat si coloana m, am

|generat o solutie, functia returnand

| = e
|valoarea true dacd k a primit valoarea 1

begin

solugie:=(k=m)

end;

procedure tipar (m,n:integer);

Afigeazd functia corespunzatoare
matricii generate

var 1,j:integer;
begin
for i:=1 to m do
for j:=1 to n do
if s[i,j]1=1 then write (’£(’, i, ’)=
Y G Ty

ey, Romand de Informaticd si Automaticd,vol.d,nr.4,199



end;

Programul principal

begin
clisers
repeat
writeln( " nr.el.ale domeniului: ");
read(m) ;
writeln( " nr.el.ale codomeniului: '");
read(n);
until m=n;
writeln(" FUNCTIILE SURJECTIVE SUNT ");
k:=1;
init(i,n,s);
nrf:=0;
while k>0 do
begin
repeat
succesor (as,s,k,n);
if as then valid (ev,s,m,k,n);
until (not as) or (as and ev);
if as then
if solutie (m,k) then
begin
nrf:=nrf+i;
writeln;
write (" Functia nr:
*. nxE, 4 .,
tipar (m,n);
if nrf mod 24=0 then
delay (10000);

end
else
begin
k:=k+1;
init(k,n,s)
end
else
k:=k-1;
end;
repeat until keypressed;
end

4. Corectitudinea algoritmului

Lema. 1 Fie A = (a;j)ien jen estfel incdat ori-
care ar fi i € M ezisid un unic j € N penlru
care a;; = 1. Atunct numdrul coloanelor diferite
de vectorul nul.este ma: mic saw egal cu numdrul
linzilor.

Demonstratie. Vom demonstra afirmatia din
enunt prin inductie dupid m. Pentru m = |
afirmatia este evidenta. Presupunem afirmatia
adevarata pentru o matrice cu n linii §i o demons-
tram pentru o matrice cu m + 1 linii. Consideram
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matricea formatd cu primele m linii; conform
ipotezei de inductie, numarul coloanelor nenule
este b, cu k < m. Fie j;,. .., ji indicit coloanelor
nenule 1 fie j astfel incat a4 ; = 1. Daca j este

diferit de j,, pentrn t = 1... k, atunci numarul

coloanelor nenule este & + 1 51 b+ 1 < m + 1,
altfel numarul coloanelor nenule ramane tot k. iar

E<m < m+ 1, ceea ce termind demonstratia.

Teorema. 2 Sunt adevdarate urmdtoarele

afirmafic

.. Algoritmul genereazd toale funcfiile surjec-
five.

1. Algoritdmul nu genereazi decat funciii surjec-
five.

tir, Orice funcfee surjechivd esle generald o sin-
qurd datd.

Demonstratie. 1) Presupunem prin absurd
cA existd S = (s;j)iearjen.S € Sy, care nu

este generatd prin algoritiml prezentat.,  Atunci

exista Ak L,...,m; astlel la pasul & sd nm

fie ndeplinite conditiile de continuare pentru ma-
tricea considerata, deci numarul coloanelor nule
din matricea formata cu primele & linu ale ma-
tricil date este mal mare strict decat m — &, adica
munarul coloanelor nenule este mal mic strict
decat n — m + k.

Conformm lemel, m matricea formata cu lini-
ile & 4+ 1....,m ale matricii considerate, exista
cel mult m — & coloane nennle, deci in matricea
S numarul coloanelor nenule este mai mic strict
decat. n — i + &k 4+ m — &, egal cu 1, deci in ma-
tricea S exista cel putin o coloana nnli, ceca ce
constituie o contradictie.

n) Pieng bk =1,..
dinmatricea formati din primele & hint generate.

o numarul coloanelar nule

Conform condigiilor de continuare ng < m — k.
deci pentru & = . cand se genereazia o solutie,
Ny < m —am, deci n,, = 0, deci S € S5,

i) Faptul & orice functie surjectiva este gene-
rata o singura data rezalti din msust continutul
nietadel Backtracking (veai [3]).
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