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Introducere

Un domeniu important de aplicare a multimilor
fuzzy propus de Bellman si Zadeh prin programarea
matematicd fuzzy este acela al formularii si al
rezolvarii unor probleme de optimizare. in cele ce
urmeaza. ne vom referi mai intdi la problema
coreldrii obiectivelor cu resursele a carei abordare
se bazeaza pe un procedeu de tratare a restrictiilor
incompatibile utilizind multimi fuzzy specifice.
Prezentam apoi o procedura standard, de formulare
a unor probleme de optimizare in care anumiti
parametri sunt definiti prin multimi fuzzy si aratam
céd rezolvarea acestor probleme necesiti ca multi-
mile fuzzy sa fie reprezentate prin multimi de nivel.
In ultima parte a lucrarii, specificdm anumite posi-
bilitati de a utiliza multimile fuzzy la rezolvarea
unor probleme de optimizare in numere intregi, prin
reducerea acestora la probleme uzuale de opti-
mizare diferentiabila.

1. Problema corelarii optimale a
obiectivelor cu resursele

Utilizind programarea matematica fuzzy [1] se
va prezenta o manierd generala de tratare a unei
probleme de corelare a obiectivelor cu resursele [4.
5, 6] formulata matematic prin cerinta ca vectorul

variabilelelor de decizie x = (x;, Xa, .., x,) si
verifice un sistem de inecuatii de forma;

unde:
- X este multimea alternativelor
- m este numarul criteriilor de decizie

- p este numarul resurselor
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- obiectivul urmarit din punctul de vedere
al unui criteriu i este de a alege o alternativa x astfel
incdt valoarea fi(x) sa fie cat mai mare

- nivelul consumului din fiecare resursa j
trebuie si fie cit mai mic

fiix)eM este rezultatul  alegerii
alternativei x din punctul de vedere al criteriului i

- a; este nivelul minim satisfacator al
rezultatului urmdérit a fi realizat din punctul de
vedere al criteriului i de catre alternativa x care
rezolva problema de decizie

- gi(x)}e R este consumul total din resursa j,
corespunzator alternativei x

- b este disponibilul din resursa j.

Sistemul precedent de inecuatii este deseori
incompatibil pentru faptul ci exista o contradictie
inerentd intre obiective §i resurse in problemele
practice de decizie: cu cat obiectivele sunt mai bine
satisfacute. cu atdt nivelul resurselor consumate este
mai mare. In cazul mentionat anterior, se pune
problema fie de a reduce nivelurile dorite (a)i-|
ale valorilor [fi(x)]-\.. fle de a mari in viitor
nivelul resurselor curente disponibile (b;);-; ,, fie de
a combina intr-un mod convenabil ambele actiuni
mentionate anterior. Pentru a fundamenta rezol-
varea acestei probleme apare in mod firesc utila
definirea unui set de m multimi fuzzy,

ppR-[01] (i=12,...,m)
pentru fiecare obiectiv i §i a unui set de p multimi
fuzzy,

prR-[01] (j=12.....p)

pentru fiecare resursa j astfel incat si fie indeplinite
conditiile urmétoare :

-mi(a)=1oaza,;;

min

- (o) =0 a<a™, unde a™ <a;;

- 7, este o functie strict crescatoare pe intervalul
deschis (a™", a;);

-pila)=1oas<h;

- pia) =0 a2 b™  unde b, < b™;

- p, este o functie strict descrescitoare pe intervalul
deschis (b, b™"):

- (A" eX) (Vi) (V) [(x*) 2™ A g(x%) < b™.
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Pentru simplificarea rezolvarii, se poate alege m;
de forma:

o - mimn
[VC{ € (a;"""s ai}]ﬁn(a) - almm'
a, " a
si p; de forma:
max. _ ey
=

[Va € (bj, b™)p;(@) = PRI

3 J

Simplificarea provine din faptul ca functiile 7,
$i p; definite prin conditiile mentionate anterior
sunt lineare pe portiuni. Utilizarea acestor expresii

este recomandabild, in special, in situatiile in care
toate functiile f, si g (i=1,m; j=1,p) sunt lineare.

Problema corelarii optimale a obiectivelor cu
resursele in conditiile descrise anterior poate fi
formulata ca o problemia de programare matematica
fuzzy [1] astfel :

i (% )00] A5 o)) -

xeX
deci rezolvarea sa revine la obtinerea unei solutii
pentru urmatoarea problema de optimizare :

Xpey ¢ max !

(ﬂ:i e fw)(x)"x"..| >0 i‘:],m
(P, ° 8)X) = xamt 20 j=1p

X = (_\'!, o e Xn) e X = SH“

Xn+l € R

Varianta de corelare optimald a obiectivelor cu
resursele este definitd de vectorul

x" - (XI*- Xl*: iy xn*) € X1

format din primele n componente ale solutiei
problemei precedente de optimizare.

Problema programdrii matematice fuzzy se
incadreaza in categoria problemelor uzuale de
optimizare cu mai multe criterii. in cazul considerat
anterior, daci se defineste q =m + p si

(Vk:ﬁ%)m =m0, o fy;

(Vk :G)hmﬂ = Py &k

(Vx e%"ji1(x)—(h,(x),h3(x) ..... hq(x)),

atunci, o formulare mai generala a problemei core-
larii optimale a obiectivelor cu resursele, poate fi
urmitoarea: sa se determine un punct de maxim
Pareto pe X < R"a functiei h:X — R Prin urmare,
in acest context mai general o variantd de corelare
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optimala a obiectivelor cu resursele este definita
printr-un vector x* € X cu proprietatea ca h(x*)
este un element maximal al multimii ordonate
(h(X), <), unde < este relatia de ordine produs pe
RY indusi de ordinea uzuala a lui R,

2. Reprezentarea parametrilor
fuzzy in probleme de optimizare

Teoremele de reprezentare a multimilor fuzzy
pot fi aplicate la formularea unor probleme de
optimizare in care anumiti parametri sunt definiti
prin multimi fuzzy (e.g. programarea lincara cu
coeficienti multimi fuzzy [5] extensie a programarii
lineare cu coeficienti multimi [3]).

Se prezintd o procedurd standard de abordare a
unor probleme de optimizare cu parametrii fuzzy,
bazata pe ideile lui Soystyer [3] privind optimizarea
lineard cu coeficienti multimi si pe utilizarea unor
operatii uzuale cu multimi fuzzy. Se considera o
functie vectoriala

g: R'xRPAxRP: x . x R - VY,
un sir de k vectori

(a1~ ars -o» ak) € RO |H x .ox R®h
si un vector
b e R™.
Se defineste multimea D(a,,a,,.... a) <€ R" prin

conditia xeD(a,,a,..., ay) dacd si numai daca x
verifica urmitorul sistem de inecuatii in R"

Cap) <b

xn) € R

x, 20 j=1Ln

g, a), az -

%= g, %h i

Sistemul anterior include sistemele obisnuite de
inecuatii lineare in sR” cu conditiak =n, p; = p> =

= p, = m si functia g sa fie definita prin relatia
urmitoare in spatiul vectorial " :

2Ky, Xay cony Xy A1, B2, -B) =X 8 T X2 X By F o T X X Ay

Se presupune cd vectorii a;. as,.., @ nu sunt
cunoscuti cu precizie, dar se stie ca valorile lor
apartin unor multimi date. si anume,

(Yi=lk)a, € 4 < R".

Avand in vedere modul de formulare a
problemelor de optimizare lineard cu coeficienti
multimi (a se vedea [3]), se considerd conul din

R™ dat prin relatia urmatoare

A=AD)={ye R"/y<b}
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si se defineste D < R prin conditia x € D daca si
numaidacax e 3", x > Os ®" siare loc relatia de

incluziune in @( R

g(x, A], A'_v, Ak) o A

Prin - urmare, multimea D este definita prin
conditia urmatoare -
b M

(ay. a, Ak B A N Ay Ak

Multimea D este o redefinire a multimii

D(a;. A23 ey ak}'

alternativelor admisibile D(a,, a,, ..., a@) < R" ale
unei probleme de decizie P(a,, a, ..., a,) in cazul
cand (a,, a., .., a) sunt parametrii variabil; in
multimi  cunoscute. Definitia adoptata pentru D
€Xprimd o atitudine de prudenta necesara in
rezolvarea pro-blemej de decizie PGai; g ... ay)
atunci cand valo-rile concrete ale parametrilor
caracteristici sunt incerte: xeD daca si numai daci
oricare ar fi (ay, a,, ... a) e AxAsx.. . xA, avem

X € D(a.as..... ay), adica xeD < x este alternativa
admisibila pentru P(a,,a,..., a;) oricare ar fi variatia
parametrilor caracteristici.

Se presupune ca variatia parametrilor caracte-
ristici problemei de decizie P(a,, a,, ... a,) poate fi
descrisa prin k multimj fuzzy

(Vi=LK)A;: gw° [0. 1]

$i c& termenul liber be R, care intervine in
definitia multimij alternativelor D(ay, ay, ..., a,) este.
de asemenea, varjabi] cu o variatie descrisi printr-o
multime fuzzy

AR S [0, 1],

Multimile fuzzy de maj sus pot fi privite ca
distributii de posibilitate pentru valorile parame-

trilor respectivi. Fie xe R" astfel incat x >0 Se
considerd functia g(x) definita de g astfel

BX) P 9Pk x gp g
{V?L = (- .‘Ag. i },;) € 9P x R ox
Se noteazi prin K = Al x As xx Ay produsul
cartezian al familiei (A=) 1. deci

Kol P . x R — |0, 1]

[Vi = A\, Ay vy M) € RIKL) =
k
unde p = Zpi.
=l

in aceste conditii, multimea alternativelor admj-
sibile Dy ale problemei de decizie P(a;, a,,....a;) cu
parametrii fuzzy se poate defini prin conditia x Dy

X €W astfel incat x =0 si are loc urmatoarea

mini—ix Ai(d)

Levista Romdna de Informatica si Automatica, vol 7. ny. 2. 1997

X 9P g x)(n) = 2% A).

relatie de incluziune in multimea AR") a sub-
multimilor fuzzy a lui R
ExNK) < A,
unde
g6O(K) - ®™ - [0,1]

este imaginea multimii fuzzy K prin aplicatia g(x).

Problema maximizirij (minimizarii) unei functii
reale £ R SR pe multimea Dy definita anterior

este, In general, complicata. fntr-adevar, aplicand
definitia incluziunii intre multimi fuzzy rezulta cx

un vector x € ®" astfel ncit x >0 are proprietatea
XeDy daca si numai daca x verificd o familie de
relatii de incluziune in @ (R"™) indexata de | =
[0.1], si anume:

(Ve € [0, 1IN, [ex)(K)]) < N, (A),

unde pentru orice B e F(R")slae [0 11, N, (B)
este o -nivelul strict al multimii fuzzy B, adicj

Na'(B)={y € %" / B(y) > .

Pentru reprezentarea parametrilor, se poate avea
in vedere fie utilizarea unor multimi fuzzy in scara,
fie aproximarea multimilor fuzzy prin functii in
scard adecvate. Faptul ca numarul relatiilor de
incluziune, care definesc Dy | este in acest caz finit.

poate implica o simplificare a rezolvarii.

3. Posibilititi de
multimilor fuzzy 1a
problemelor de
numere intregj

aplicare a
rezolvarea
optimizare 1in

in continuare, se vor specifica la anumite
posibilitati de aplicare a multimilor fuzzy la formu-
larea si rezolvarea problemelor de optimizare cu
variabile mixte (numere intregi, booleene si/sau
reale). Dintre lucrarile dedicate acestui subiect se
mentioneaza [2, 7].

Urmatoarea observatie simpla  poate  fi
consideratd in acest context:

(VneN)Fo multime fuzzy C” - diferentiabila
R [0, 1DZ" = {x e g /n(x)=1},

De aici rezulta ci orice problemd de optimizare
in numere intregi este echivalents cy 0 problema de
optimizare nelinears (diferentiabild) cy variabile
numere reale, dupa cum se va arita in continuare.

Daca X ¢ w"este o multime descrisd de un
sistem de ecuatii si/sau inecuatii diferen-
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tiabile sin: R — [0, 1] este © multime fuzzy ca
mai sus., atunci problema maximizarii unei functii
reale diferentiabile f: " — R pe multimea X N Z"
este echivalentd cu urmatoarea problema de

optimizare diferentiabila in ®":

f(x) « max!
nx) =1
x e X R

Conditia ca un vectory = (91 Vb Ym) € R”
si fie un vector de variabile booleene, adicd (¥ 1 €
(1,2, ...m})yi € {0, 1}, se poate exprima printr-un
sistem de restrictii in R” de forma :

ply) = 1
Y 2= (il Bag oo Spd B [0, 1]

m

unde p : ®" — [0, 1] poate fi orice multime fuzzy
diferentiabila, cu proprietatea urmatoare:
yeZ"=py)=1

Prin urmare, orice problema de optimizare cu
variabile intregi si/sau booleene (P) este echivalentd
cu o problema de optimizare cu toate variabilele
numere reale (Q) obtinutd din (P) prin inlocuirea
restrictiilor de apartenenta a variabilelor la Z sau la

{0, 1} cu restrictii corespunzatoare de tipul celor
mentionate anterior.

Exemplu numeric

Pentru a concretiza observatiile precedente, s€
da in continuare un exemplu de rezolvare a unei
probleme de optimizare in numere intregi. utilizénd
o multime fuzzy standard

MRxR->NR

[V y) € R x Rk y) = 5

cu proprietatea suplimentara ca
ZxZ={xY) € RxR/nxy) =1}
Expresia generald a unei multimi fuzzy standard,
n: ®" =10, 1]. cu proprietatea

7' ={xe R" IMX)= 1}

de tipul celei considerate in acest exemplu este
urmatoarea :

. I < )
[7% = (00 3 - o) € RINE) = — D Joosmox)T-
Fl
Se considera urmatoarca problema de optimizare in
numere intregi [2. pag. 127]:

2x + 5y < max !
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cos(m- 0] + [eostm DT

cu restrictiile:
2x—-y<9

2x + 8y <31
x=20 y2z20
unde X,y numere intregl.

Se atageaza problemei precedente sistemul de
ecuatii cu variabile numere reale format din res-
trictiile de mai sus in forma standard la care se
adauga urmatoarele conditit :

- vectorul variabilelor de baza (X, y) 5& apartina
a-nivelului lui n pentru o = 13

_ valoarea functiei obiectiv s fie cel putin 20.45.

Utilizand functia Find din Mathcad 2.04 cu
valorile initiale x = 1.46 siy =603 rezultd ca
solutia acestui sistem, obtinutd cu algoritmul
respectiv, coincide cu solutia (X, y) = (3, 3) a
problemei precedente de optimizare in numere
intregi (Anexa 1). Daca la sistemul atagat din Anexa
| se adauga restrictiile X. ¥ < | si se inlocuieste
limita infericard 20.45 a functiei obiectiv cu 5.25
rezulta solutia booleand (x,y) = (1, 1) pentru care
functia obiectiv @ aceleiasi probleme este maxima
(Anexa 2). Pornind de la elementele prezentate
anterior, pot fi elaborate diverse metode de
rezolvare a problemelor de optimizare cu variabile
mixte utilizdnd algoritmi de optimizare diferen-
tiabila. Pentru reprezentarea unei variabile xe{0, 1]
se poate utiliza expresia X = 0.5%(1 + cos a). in
vederea eliminarii restrictiilor x = 0 gix<l

Rezultd ¢a modul de tratare @ unei probleme de
optimizare cu variabile intregi si/sau booleene pe
care l-am prezental nu implica o crestere a
dimensiunii problemei echivalente atasate decat cu
o singurd ecuatie suplimentara fata de dimensiunea
problemei considerate initial.

Daca, exceptand conditiile de apartenentd a
variabilelor la Z, problema initiala de optimizare in
numere intregi este cu restrictii definite de functii
diferentiabile, atunci §i problema gchivalentd
atasata are aceasta proprietate. fiind in plus ©
problema cu toate variabilele numere reale. Trans-
formarea propusa conduce, in general, la probleme
de optimizare echivalente, complicate din punctul
de vedere al structurii matematice  (restrictii
neconvexe, definite de functii periodice). Cu toate
acestea, problemele respective sunt rezolvabile,
daca se elaboreaza algoritmi  de optimizare
diferentiabila, bine adaptati la structura particulard a
problemelor concrete.
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*¥*Anexa 1%«
Exemp Iy Numer ¢
Rezolvaresg unei probleme de optimizare

X =146 y .= 6.03 2 =0 u := g vV o= 0 W o= 0
EIGEE__h________________“__-‘_______"‘_‘_‘_-___-____"‘__-_“____——_‘—“—H
-“_h'-__“_%_“-ﬁﬁﬁﬁ%ﬁi5‘EBEaIEI5IhT§7_?T7?73333?__‘_“_*—_‘—“_5—_‘
_—h_h_“_h___h‘__——__h____—_—_____3T__—___——_-_______‘5__-_____—__—___“_

O.5-(cos(r-x)) + O.S-(iég(g'y)) =1

¥y=0
Restrictiile pProblemei de Optimizare in formg standard
2-x—~y+z ;
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b Find(x,y,z,u,V,W)

Solutia Slstemulul asociat [Mathcad 2.03% / Dos ]
Valori variabile Principale

X =3 Yy =3

s <c

Valori variabile auxiliare

6 u = ]
21 017 w=0.017

Z
A%

[Tl

Valoares functieij obiectivy

V —w = 21
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wxxAnexa 2%**

e e

Exemplau numer?xrlCcC
Rezolvarea unei probleme de optimizare
cu variabile booleene utilizand o multime fuzzy standard

-

Valori initliale variabile

x 1= 0.001 y =0 z :=0 u =0 v =0 w =0

memoor ¥

Given

[ S ey 3

e e

Expresia onditiel (X, y) € 10, 1} X 0y L)

2 2
0.5 (cos(m-x)) * 0.5 (cos(T ¥)) .
x =0 x =1
y =0 y =1

Restrictiile problemel de optimizare 1in forma standard

e
5 x +5y-v+w=0
v =0
w = 0

v - wz5.25

e

== FiIld(x,y;Zru;va)

2 <o N X

——‘__‘_,_4—-————1—___4'_—_-——__——4_—__'/_,’74
Solutia sistemului asoclat [Mathcad 2.04 Dos ]

-

Valori variablle principale
x =1 ¥ =1
valori variabile auxiliare

8

u 21
0.146 W

2.146

Z
v

o
i

Valoarea functieil obiectiv
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Concluzij

In lucrare au fost considerate trej directii de
aplicare a multimiloy fuzzy in abordarea unoy
probieme de optimizare numerica:

- corelarea optimala a obiectivelor cu resursele,
utilizind o metoda de tratare a restrictiilor incompa-
tibile in programarea matematic;

- formularea s rezolvarea unor probleme de
Optimizare cu parametrii tuzzy:

- formularea $i rezolvarea problemelor de
opimizare cu variahile mixte (numere intregi.
booleene si/say reale).

Rezultd ca formalismy]| multimilor fuzzy poate
constitui o sursd de idej utile mai ales in perfectio-
narea aplicarii metodelor existente de rezolvare a
problemelor de optimizare,
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