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Rezumat: In aceasta lucrare. se prezintd  proprietatile
caracteristice ale famuliilor de niveluri definite de multimi fuzzy
sub forma a trei expresii: caracterizarea familiei a-nivelurilor
inchise. data de Negoita $1 Ralescu: caracterizarea familier o-
mivelunlor deschise. data de Flondor; o noud expresie pentru
caracterizarea familier w-nivelurilor inchise. Prin intermediul
notiunii de B-coniplementard. se precizeaza o corespondenta
naturala care exista intre familitle de a-niveluri inchise si
familiile de o-nivelun deschise  Se aratd apoi  utilitatea
reprezentirii mulunulor  fuzzy prin muliimi de nivel in
fundamentarea diverselor operatii algebrice cu multimi fuzzy
care mtervin in aphicati in esenta, rezultatcle prezentate pot fi
privite ca o confirmare i ca o dezvoltare a principiului de
extensie. formulat de Zadeh.

Cuvinte cheie: muitime fuzzy. relatie de ordine, izomorfism de
ordine. morfism. imagine. produs cartezian. operatic.

1. Introducere

Problema fundamentarii operatiilor algebrice
uzuale cu multimi fuzzy cum ar fi intersectia,
reuniunea, complementara si produsul cartezian,
precum si a unor operatii algebrice cu multimi
fuzzy avand ca suport diverse multimi structurate
(e.g. spatiu vectorial) este importantd deopotriva
din punct de vedere teoretic, cat si practic: pe plan
teoretic. intereseazd elaborarea structurilor logico-
matematice fundamentale ale universului multi-
milor fuzzy, iar pe plan practic intereseazi obti-
nerea unor formule de calcul operationale. Ideea
abordadrii acestei probleme prin reprezentarea
multimilor fuzzy utilizind familia multimilor de
nivel, apartine lui Negoita si Ralescu.

Termenul de multime fuzzy este utilizat aici in
sensul definitiei lui Zadeh [1]. Se prezinta trei
expresii ale teoremei de repre-zentare a multimilor
fuzzy cu multimi de nivel:

(E1) expresia datd de Negoita si Ralescu
in [2] pentru caracterizarea familiei o-nivelurilor:

(E2) expresia datd de Flondor [3] pentru
caracterizarea familiei a-nivelurilor stricte:

(E3) 0 noua expresie pentru caracterizarea
familiei ci-nivelurilor unei multimi fuzzy, prin care
o conditie din (E1) bazata pe structura topologica a
intervalului [0. 1] este inlocuita cu o conditie
sugerata de (E2) si exprimatd numai in limbajul
structurii de ordine a intervaluliui [0, 1].

Utilizand expresiile (E2) si (E3), pentru orice
antiizomorfism de ordine 6 al multimii ordonate
([0,1], =) se-defineste notiunea de @-complementara
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a unei submultimi fuzzy, care generalizeaza
notiunea de complementard a unei submultimi
obignuite. Se prezintd apoi un mod standard de a
deriva formule de calcul, pentru diverse operatii
algebrice cu multimi fuzzy. bazat pe notiunea de
imagine a unei multimi fuzzy. Derivarea unor astfel
de formule este necesard la formularea si rezolvarea
unor probleme de optimizare cu parametrii repre-
zentati prin multimi fuzzy [3]. Pe langa o recon-
firmare a formulelor de calcul, date initial de
Zadeh, teorema de reprezentare a multimilor fuzzy
prin multimi de nivel furnizeazd un instrument
teoretic interesant pentru analiza criticd a concep-
telor si pentru dezvoltarea teoriei.

2. Notatii

Fie X o multime §i L = [0, 1] < R multimea
numerelor reale, cuprinse intre 0 si 1 ordonata de
relatia uzuald de ordine < de pe R.. Se utilizeazi
urmitoarele notatii :

. BX) este multimea submultimilor lui X:

- HX) este multimea submultimilor fuzzy ale Iui X
[1], adica

F (X)= L™ (multimea aplicatiilor A : X — L):
. Pentru orice A € P (X), @a: X — {0, 1} este
functia caracteristica a submultimii A < X, definita
prin conditia (pa(x) =1 < x € A);
- M(X) este multimea aplicatiilor o: L - AX) cu
urmatoarele proprietiti :

{a;) a(0)=X:

(b} o £ 3 implica o(B) < olw);

(cy) Pentru orice sir (o), - ~ de elemente
din L, crescator si convergent astfel incat o, — «,
are loc relatia o(o) = ~(o(a,) / n e N);

- Ry(X) este multimea aplicatiilor o: . — B®X) cu
urmatoarele proprietati :

(a2) o(0) = X;

(bs) o £ B implica o(B) < o(a);

(cy) Pentru orice o € L din x € X\ o(an)
rezultd (3P <o) x € X\ o(B), deci

Xhvo{a)=u (X \o(B)/Belsip<a)
CR(X) este multimea aplicatiilor 6: L - &X) cu
urmatoarele proprietati :



(@)c'(1)=;
(6" o < B implicd o'(B) <o ():
(¢) Pentru orice o € L din x € o (o)
rezulta (AP > o) x € G‘(ﬁ), deci
c(@)=u(c(B)/PeLsip>a)
Pentru orice o: L — #X) apartinand uneia din
multimile R (X)), M(X) sau R(X) se noteaza

A, X—>L
(Wx € X)A,(x) =sup(ae L /x € ola));

. Pentru orice A : X — L si o € L, se noteaza
Ny(A) = {x € X/ A(x) 2 a} denumind multimea
N, (A), a-nivelul lui A:

_ Pentru orice A : X — L si o € L se noteaza

N;(A) = {xe X / A(x) > o} denumind multimea
Na‘(A), c-nivelul strict al lui A

3. Teorema de reprezentare
(Negoita-Ralescu [2])

Se definesc

(VA € F(X) F(A): L — P(X)
(Va e L) F(A) (o) = No(A)
Sunt indeplinite conditiile urmatoare :

() (VA e F(X)) F(A) € Ry(X):

(ii) Corespondenta A — F(A) defineste o
aplicatie bijectiva F : F(X) — R(X) a carei inversa
este aplicatia G : R (X) — F(X) definitd prin relatia

(Vo e Ri(X)) Glo) = A,.

Demonstratie: In [2] p.91 se aratd ca (Vo €
R(X)) @A € F(X) F(A) =ccu A=A, Deci,
G=F'm

4. Teorema de reprezentare
(Flondor [3])

Se definesc

(VA e F(X)F(A): L - P(X)
(Vo e L) F'(A)a) = N, (A)
Sunt indeplinite conditiile urmatoare :

(i) (VA € F(X) F'(A) € R'(X);

(ii) Corespondenta A > F'(A) defineste o
aplicatie bijectiva F" ' F(X) —» R (X) a carei inversa
este aplicatia G R (X) — 7 (X) definita prin relatia

(Vo e R'(X) G'(0) = A

Demonstratie: Justificarea afirmatiilor din enunt
este prezentatd in 3] &

12

5. Lema

R (X) = Ra(X)

Demanstratie: Fie o € Wa(X) $i (o),  x un Siv
de elemente din L crescator §i convergent astfel
incat o, — . Rezultd o = sup(c, / n € N). Prin
armare (7 n € N ) o, < e Din (b)) rezultd relatia
s(o) = m{cle,)/ne N) Fiexemn(ola,)/ ne
N). Daca x € X ' o(a) atunci din (c,) rezulta ¢a
(3B < o =sup(o, /n € N} X € X va(P), deci (3 n
e N) x € X\ o(a,). contradictie. Deci, x € o(a).
Astfel, are loc si relatia m (o{c,) / n e N) € o).
ceea ce implica o € 9,(X). Se deduce incluziunea
Ro(X) < Ry(X). Invers. fieo € My(X). o e L 51X
e X o). Daca (v < o) x € op). atunci [0. o)
= {B e L/x e o(P)}, deci exista un sir (o) = ~
crescator si convergent astfel incat c, — o si (V n
e N) x e o(a,), dar conform (c,) de aici rezulta x
e o(a), contradictie. Prin urmare (3p <o) x € X\
o(B). deci 6 € M(X). Rezulta ca este adevarata si
incluziunea inversa W (X) < MH(X) A

6. Propozitie
Se definesc

(VA e F(X)FA): L->HX)

(Yo = L) F(A) @) = Ng(A)

Sunt indeplinite conditiile urmitoare:
(i) (VA e F (X)) F(A) & Ro(X);

(ii) Corespondenta A — F(A) defineste o
aplicatie bijectiva F: T (X) — 9R(X) a cérei
inversa este aplicatia G: Mo(X) — F (X) definita
prin relatia

(Vo € Ra(X) ) G(a) = Ag.

Demonstratie Afirmatia din enunt rezultd din
lema 5 si teorema 3 B

7. Observatie

Propozitia 6 poate fi demonstrata direct fara a
mai apela la teorema 3. Se constata ca familia o-
nivelurilor (Ny(A))a < 1 determina in mod unic
multimea fuzzy A e T (X) prin urmétoarele
proprietdti exprimate numai in limbajul structurii de
ordine a intervalului {0, 1] :

(7.1) No(A) = X;
(7.2) o < B = Ng(A) = No(A);
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(7.3) (Va e L) [x% e X\ NofA) = (B <a)x e X\
Ny(A) .

Conditia (7.3) se bazeaza, esential, pe proprie-
latea de densitate a lantului ([0, 1], <)m

in continuare, se introduc Conceptele de
intersectie si de reuniune a doud elemente din
multimea N,(X) = Ra(X) prin care se generali-
zeaza, in mod natural, operatiile de intersectie si de
reuniune a doua multimi din & (X),

8. Definitii

Fie R(X) = R(X) = Ry(X). unde Ri(X) si
R(X) sunt definite in paragraful 2.

(i) Pentru orice 01, 02 € R(X) se numeste
intersectia dintre G 51 o5 elementul S1 Moy e R(X)
definit prin relatia urmitoare -

O Moy L— PX)
(Vo e L) (o) ay)(a) = oifa) M oy(w).

(if) Pentru orice 0y, 02 € R(X) se numeste
reuniunea dintre a; $i oy elementul 61 UGy e R(X)
definit prin relatia urmatoare

SiIvVoy L AX)
(VYoo e L) (o, U o)) = oy () L ay(a).

9. Lema

Fiea,, o, € N(X).

(i) Submultimea fuzzy A, : X — L, atagata
intersectiei g = G1 M o, € R(X) este definita prin
relatia urmatoare -

(Vx € X) Ay{x) = min [As(x), Aga(x)].

(i) Submultimea fuzzy A, X - L. atasata
reunjunii ¢ = C1 W Gy € R(X) este definitd prin
relatia urmitoare -

(VX € X) Ay(x) = max [Agi1(x), Aga(x)].
Prin urmare, se regasesc definitiile lui Zadeh de
intersectie A A B si de reuniune A B a dous
multimi fuzzy A, B « F(X).

In continuare, se indici o extensie a operatiej de
complementara de la @ (X) la F(X), bazata pe
teorema 4 si pe propozitia 6.

10. Lema

Fie 6: L — L. un izomorfism de multimi
ordonate de la (]_. <)in (L, 2), decj -

(D B0) =1si6(1) =0
QDa<p= B(c) = B(p);
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(3)Beste o aplicatie bijectiva.
Pentru orice o I — Q)(X) se defineste

Co(o) : L - P(x)
prin conditia urmatoare :
(Vo e L) Co(o) (o) = X\ o(67 (1)),
unde 7' : L — [ este inversa aplicatiei 0.
(i) Daca o « R(X), atunci Colo) ET{‘('X).

(i) G'(Co(0)) = 0 ° A, unde G"- R(X) -
F (X) este definita conform teoreme; 4 (ii), si © este
Operatia de compunere a aplicatiilor,

Demonstratie (i) Se Presupune ¢ ¢ e R(X),
deci o verifica (as), (by) si (c2). Atunci, se poate
ardtacic = Cy(o) are proprietatile (a’), (b" si(c”)
din paragraful 2.

(ii) Fie x € X. Atunci. din definitia lui G*
rezulta

G'(Co{o))(x) = Sup (@ e L/x e X\ o(8 (o))
sidin propriettile (1 )-(3) ale lui 0 rezulta
(0 ° Ac)(x) = 0(A,(x)) = Bsup (B € L /x e a(p)))
=inf8B)/Bel sixe a(B)).

Utilizand ipotezele ficute. se poate verifica egalitatea
Sup (¢ € L/x € X\ o(8 (o)) = inf (6(B) /B e L
$1x € o)),

de unde rezulti ¢

(VX € X) G'(Colo))(x) = (8 ° A)(x) m

1. Observatie

Se considera @ (X) scufunda in R(X) si N(X)
fespectiv prin injectia i definita astfe -

B dX -5 R(X)
(VA e X)) i(A): L — AX)
i(A)0) = No(pa) = X,
i(A) () iNﬂ(qu) = A, pentru o e (0, 1]
st prin injectia i” definitz astfel :
i AX) > R(X)
(VA € ®X)i'A): L q@x)
* AYD) =N (94 = o
(A)o) =N, (Pa) = A, pentru o e [0, 1).
Se considera operatia uzuali de complementara
Cx: P(X) > P(X)
definita prin conditia
(VA e P(X)) Cx(A) =X\ A



si aplicatia
Cor R(X) > R (X)

care asociaza fiecarui ¢ € R(X), elementul  Cela)
e R'(X) definit in enuntul lemei 10.

Atunci, Co © 1 = i' ° Cy. Pe baza acestei
observatii si a lemei 10, pentru orice izomorfism de
multimi ordonate 9:L— Ldela(L,<)in (L, 2) se
defineste o operatie unard pe F(X).

To: FX)— FCX)
(VA € F(X) Te(A) = 8° A,

numita operatia de B-complementard a multimilor
fuzzy din F (X). Denumirea introdusd  este
justificatd de relatia G °Ce=Ts°G, unde

G: RO = FX)
sl
G R > FX)

sunt aplicatiile definite conform teoremelor de
reprezentare, din paragrafele 3. 4 §1 0.
Complementara anei multimi fuzzy in sens
7Zadeh se obtine pentru 9: L — L defmita prin
conditia 8(c) = 1 - & pentru orice & € L.
Operatiile ~ de intersectie,  reuniune si ©-
complementard definesc pe F (X) o structurd

fundamentala atat pentiu dezvoltarea teoriei, cat §i
pentru aplicatii.

12. Utilizarea teoremelor de
reprezentare in fundamentarea
unor operatii algebrice

Pentru a fundamenta definitiile unor operatii
algebrice cu multimi fuzzy sunt necesarc notiuni
adecvate de morfism, imagine a unei multimi fuzzy
printr-0 aplicatie sl produs cartezian al unei familii
finite de multimi fuzzy. in acest sens, se vor aplica
teoremele de reprezentare.

12.1 Conceptul de morfism in universul
multimilor fuzzy

Universul multimilor  fuzzy U(F inseamna
clasa tuturor tripletelor

A= (X, L.A),
unde X este o multime, L. =0, 1]siA € HX).

Se poate pune problema de a introduce un
concept de morfism in U(F), care sd extinda
14

conceptul uzual de aplicatie infre mulgimi. O
notiune standard de morfism se poate obtine prin
aplicarea teoremelor de reprezentare expuse
anterior.

Conform teoremei 3 de reprezentare. universul
multimilor fuzzy poate fi identificat cu clasa U(3%)
a tuturor tripletelor

o =(P(X), L. o)
unde X este o mulfime, o Lo PX)sic € R(X).

Fie o si T din U(R), unde o este definit ca mai
sus si T este definit prin tripletul

= (PLY) L. 1),
unde Y este o multime, T Lo>PX)siTeE RY).

Urmatoarea notiune de morfism apare naturald: un
morfism de la o in T este 0 aplicatie

£ 5(0) — «0)
cu proprietatea
(Yo e L) flo(a)) & (o).
Traducerea acestui concept in U(F utilizind

teorema de reprezentare 3 conduce la notiunea de
morfism in sens Goguen data in {2], §i anume: un

morfism in U(F) delaAinB,cuA= (X. L, A)si
B = (Y, L B) este 0 aplicatie £ X = Y cu
proprietatea

(vx e X) B(f(x)) = A(X).

Se procedeaza in mod similar, utilizdnd teorema
4 Conform teoremei de reprezentare 4. universul
multimilor fuzzy poate £ identificat cu clasa U(‘H')
a tuturor tripletelor

& = (P(X), L, 5
unde X este o multime, g 1L PX)si g e R'(X).

Fie o si 1 din U(RY), unde o este definit ca
mai sus si T este definit prin tripletul

< =(P(Y), L, 1),
unde Y este o multime, L= PM)si T e WY

in acest caz, urmitoarea notiunc de morfism
= L *
apare naturald: un morfism de la ¢ in T ¢ste O
. . ~ * | PN .
aplicatief: © (0) — t(0)cu proprietatea
(v e L) flo (o) = T ().
Prin traducerea acestui concept in U(E)
utilizand teorema de reprezentare 4 rezulta o alia
notiune de morfism, §i anume: un morfism in U(F)
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dela A = (X, L. A)inB = (Y, L, B)este o aplicatie
£:Ny(A) > N,"(B) cu proprietatea

(Vx & N,'(A)) B(fix)) = A(x).

12.2 Imagine
Fie X si Y dous multimi. Dacj £ X _s Y este o
aplicatie atunci ge defineste
(Vo & (X)) R(f)o) : L P(Y)
astfel incat
(Vo e L) R (o) (a) = fo(a)),
Se constati cj
(Vo € (X)) R'(f(o) e R'(Y)
$i corespondenta o — *.R‘(ﬂ{cr) defineste o functie
RN > R(Y)
care verifica relatia
RCH =yl ® (1),
unde

*

Fx (X)) - R'(X)

iy P(Y) > R(Y)

sunt scufundarile canonice, specificate in observatia
11, iar

P(D): P(X) - PLY)

este corespondenty standard care ataseaza flecirei
submultimi A a (uj X Imaginea sa flA) e P(Y) prin
aplicatia f, adica

(VA € AX)) P(A) = f(A).
Pe baza celor de mai sus, se defineste
T T 00 - FY)
prin relatia urmatoare
(VA € FO0) F(BA) = 6" (1(o"),

unde 6" = F'(A) < R(X)si G- RY) = F(Y)
este bijectia corespunzatoare din teorema 4,

Multimea fuzzy FAA: Y > L definita prin
conditia precedenta S€ poate numj imaginea
nultimij fuzzy A: X - prin aplicatia £ : X Y.
Se constati ci

FIOANyY) = 0. dacay e Y\ fX);
‘F(f){A_){_\ ) =sup (A(x) / x e f(v)).
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fapt ce arata ca S¢ regasesc formulele de caleul
cunoscute 2],

12.3 Produs cartezian

Fie o = (®(X), L, o) gi 7 = (P(Y), L, 1) dous
elemente din U(R). Se defineste un triplet
TXT=(P(X x YY) LG T),
unde
csxr:L—aiP(XxY)
€ste data prin relatia
(Va e L) (o x (o) = o(a) x (o).

Se constati ci o X T este, de asemenea. din
U(R). Conform definitiei date, o X T se numeste
produsul cartezign dintre 5 s 1 in U(R). Dupi cum
S€ va arata in continuare, aplicind teorema de

reprezentare 3 se obtine in U(F) un concept asociat
de produs cartezian.

Se considera in U(F) dous elemente A si B cu
A=K Ly A) $i B =(y, L, B). Se noteazi o =
Fyx(A) e R(X)sit = Fy(B) e RY), unde
Fx: F(X) - R(X) si Fy: F(Y) - R(X)
sunt bijectiile standard din teorema 3 (ii).

Se defineste A x B F(XXY) prin relatia
A x B:Gx\y(GXT),

unde Gy, , - RX xY) - F(X xY) este inversa
bijectiei standard Fxyv: F(X x Y) - R(X x Y) din
teorema 3 (ii). De aici, rezulta ca
AXB:XxYsL
s
(Vix,v) e X x Y) (A x B)(x, v) = min[A(x), B(y)].
Astfel, s-a regasit notiunea de produs cartezian

AxB=(P(Xx Y).L,AxB)in U(F), data in [2].

Notiunea de produs cartezian a douz multimi
fuzzy se poate extinde prin recurents la cazul unej
familii finite de multimi fuzzy, A, = (Xi, L, A)) cu
i=12. n sinz>3 In mod similar, utilizand
teorema 4, rezulta o altz notiune de produs
cartezian in U( ).

12.4 Aplicatii la definirea unor operatii
algebrice cu multimi fuzzy

Conceptul de merfism in universy] multimilor
fuzzy, introdus ini21, permite generalizarea intr-o
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maniera standard a diverselor notiuni algebrice
uzuale, cum ar fi, de exemplu, generalizarea
notiunii de operatie n-ard pe 0 ultime  printr-o
notiune de operatie n-ara, pe 0 multime fuzzy.

Dezvoltarea formala a notiunilor poate fi
realizata in functie de obiectivele teoretice sau
practice urmarite. in contextul aplicaril multimilor
fuzzy la rezolvarea unor probleme concrete de
optimizare [3] intervine necesitatea de a extinde
operatil algebrice pe © multime X la operatil
algebrice pe F(X) (e.g. suma a doua multimi fuzzy
sau produsul unei multimi fuzzy cu un scalar.
pentru cazul in care X are o structura de R-spatiu
vectorial). Explicitam aici maniera standard prin
care se poate realiza aceastd extensie, utilizand
notiunile de imagine 2 unei mulgimi fuzzy printr-o
aplicatie i produs cartezian de multimi fuzzy
definite conform 12.2 si 12.5,

Fie X o multime i
w:X"—=>X
o operatie n-ard pe X, Exista o extensie standard a
lui © la o operatie n-ard OF pe F(X),

oe: [FX)N" - F(X),
(Y(AL, Ases Ap) € [F ()1

WF (Ala A'_\\..., An) = q‘((}.ﬂ(A| X A.'_)_ X ... X An)«

unde
Flw): F(X") — F(X)

este aplicatia definita de o conform 12,2 prin care
fiecarei multimi fuzzy A e F(X")ise ataseaza
multimea fuzzy F(w)A) € F(X) (imaginea prin ©
alui A) sl

A, x AxX XA X" L

este produsul cartezian al celor n multimi fuzzy,
definit conform 12.3. prin relatia urmatoare:

(VX = (X1, X2y s x,) € XN (A X Ax X .. X AN =
min[A, (X)), Aa(X2)ees A
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