O TEOREMA DE REPREZENTARE
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Rezumat: Se demonstreaza o teorema de reprezentare pentru
multimi “fuzzy™. cu valori intr-o multime partial ordonata.
Aceasta teoremd poate sprijm punctul de vedere al modelarii
“incertitudinn” dinspre schema abstractd a “divizard™ valorilor
de adevar (sau. mai bine. a descompunerii convenabile a
schemer de intelegere).

Cuvinte cheic: multime fuzzy. reprezentare, relatie

Fie R o relatie intre elemente din M si elemente
din N; R < MxN.

Pentru A ¢ M. B = N notam:
aR={yeN:Ixe A xRy}.Rg={x
eM;3yeB xRy}

Pentru simplitate se va pune \R in loc de R
(respectiv R, in loc de Ry, ) pentru x € M (y € N).

Observatie Daca &' este inversa lui R atunci
-1
Ry= B, Rew R Ry=wl

ved veh

Propozitia |  Penttux € M,y € N:

XRye=>ye  ReoxekR (1)
Se detinesc functiile:
RFZM—?P(N}, GRN*)P(M)
prin:
RF(x) = R.x € M; Gp(y) =R,,y e N.

Reformuland propozitia (1) se obtine:

Propozitia2 Pentrux e M,y € N:

XRyeyerFx)oxeGy) (2

in particular, este clar ci fiecare dintre
aplicatiile , F (Gy ) caracterizeaza complet R,

Remarca Interpretam (1) sau (2) ca “filosofia”

teoremei de reprezentare.
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Fie R < MxN, S < NxP relatiisi 7=Ro §
compunereq lor. Se reaminteste ca

xTz< 3y e Nastfel incit x RysiySz.

Propozitia 3

 F(x) = U F): Gz = o G
veg Fix) yelig(z)

Demonstratia revine la o verificare.

Fie acum X o multime $i L o multime partial
ordonatd. Se va nota cu < relatia de ordine pe L.

Avem: Flo)y={BelL;asgp},
GB)={oel;a<ph}
Remarca Este, poate, sugestiva notatia:

Fla) =[oo -, Ga) = « a] si
cuplul G, <F prin ][ .

Este natural sa se numeasca F si Go functii
“nivel”

Fie acum R = XxL o relatie.

Se considerd relatia 7= R o < (evident T ¢
XxL).

Se vor numi ,#. Gy functii “nivel” ale relatiei R
(in literaturd acest termen este aplicat mai ales
functiei Gy ). Avem:

X € Gr(a) @ a € rFx) o xTo e 3 yel
cuXRysiy<a.

Observatie Se mai spune ca G, “reprezinta” R.

Problema

Fie T XxL o relaie. Sa se determine R < XxL asa
incdt 7= R ° < (sau, altfel spus. G; sa reprezinte R).

Aceastd problema este, intr-o formulare “larga”.
problema reprezentarii. In general. se cauta solutii
intr-o anumita c/asa de relatii (de exemplu, relatii
de tp “functie”). Teoremele de existentd (si
unicitate) pentru solutiile problemei de mai sus se
numesc teoreme de reprezentare (Negoita - Ralescu).
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Fie f: X — L o functie si Ry < XxL graficul ei.

Se obtine pentru 7= Ry e < caracterizarea:

xTaofx <o (3)

Deci

Propozitia 4

Demonstratie

Observatie

+FxX) ={ael  fix)2a}, xeX
Grlo)={xeX;f(x)<a},ael

(i) G, este crescatoare (i.e. o <[5
= Gy () 2 Gy (B) ).

(ii) Pentru orice x € X multimea
» F(x) are cel mai mic element.

M fx)<asia<p=fix)<p.
(ii) f{x) este cel mai mic element
din ¢ F(X)

ae; FxX)sia<P=p e, Fx).

Teorema (de reprezentare)

Demonstratie

Exemplu |

Exemplu 2

Fie T < XxL o relatie astfel incat:

(1) Gy este crescatoare.

(ii) Pentru orice x € X, ; F(x) are
cel mai mic element.

Atunci exista si este unicd o functie

f: X > Lcul= Rfo < (deci Gy
reprezintd Ry).

Se defineste f(x) = cel mai mic
element in ; F(x) pentru orice xe X.
Se deduceca a e F(x) = f(x)sa
intr-adevar, implicatia “=>* este
evidentd din definitia functiei .
Pentru implicatia “<" se observa
ci, dacd o € ; F(x) si o < [, atunci
BeyFx) (ciciae y F(x) =>x €
Gr(a)=>x e G (B) =B e rFx),
folosind conditia (1)).

In acest fel, existenta este
demonstrata. Unicitatea este
imediata.

3

Daci L este bine ordonatd, conditia
(1i) din teorema se poate inlocui cu
(ii) Pentru orice x € X, ¢ F(x)# & .

Un asemenea caz interesant fin
aplicatii este L = N. (in acest caz,
functiile 2 X — N se numesc in
literatura “multiset” sau “bag™).

Fie L = [0, 1] cu ordinea naturala.

Demonstratie

Observatie

In acest caz, conditiile din teorema
de reprezentare pot fi reduse la:
(*y (VYo [0, 1]
Gy (@) =N Gy (¥)-
y>a
(plus “conventia” Gy (1)= " = X).

f)

Daca se presupune (*) se deduce
imediat ca G,  este crescaloare
(0P siy>B=y>a).

Cum xeGy (1) = ley F(x). pentru
orice x € X, rezulta ca , F(x) = & .
(V) x e X.

Mai muit, dacd ae; F(x) si o < B,
atunci Pe, F(x) (s-a ardrat cum
rezulta aceasta din monotonia lui
Gy).

Rezultd cad dat x € X, ; F(x) este un
interval de tip (o, 1] sau [, 1].
Daca , F(x)=(c..1]. atunci xe G, (B)
pentru orice P> o deci x € Gy (o)
(conform *) si dect o, €, F(x).
contradictie.

Astfel, ; F(x) sunt intervale inchise
[e, 1] deci au cel mai mic element.
Reciproc, dacad sunt indeplinite (i),
(i) din teorema de reprezentare se
deduce imediat ca ;F(x) = [a,. 1]
deci Gy (1)=X. Daca incluziunea
G, (o) € mGy (y) ar fi strictd, atunci

e

pentruy € NGy y).y € Gy (o) am
Yo

avea y € ,F(y) pentru orice vy > o gi
deci a e ;F(y) contradictie (;F(y)
este interval inchis).

Dacd R < MxN este o relatie, se
noteazd R complementara multimii
R in MxN. Avem

X Ry <> x nu este in relatie cu y .
deci
,\'R=N"R1 E.zM"‘R)-

pentru orice x € M,y e N.
Daca se noteaza P(M) — P(M).
P(N)— P(N) aplicatiile (bijective)

de trecere la complementard se
poate scrie:
RF=CegF, Gzr=CeGp

Folosind aceste observatii, se pot
obtine teoreme de reprezentare in
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cazul X x L considerand (cu Bibliograﬁe
notatiile teoremei de reprezentare)

functia G 7. In cazul in care L este

total ordonatd, se obtin teoreme de

reprezentare  pentru  nivelurile L
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(3]

Exemplu 3 Fie L multimea partial ordonati,
datd in diagrama Hasse de

[¥F]

O relatie 7 < XxL satisface
conditiile teoremei de reprezentare
dacd si numai daci :

G () =G, (B) NGy §i X =

G, B)w Gy (7).
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