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Rezumat: In acest articol se face o prezentare a teoremelor NFL
("No Free Lunch Theorems"} a caror publicare a stirnit multe
dezbater1 in lumea stintifica  Prezentarea este insofita de
consideratii privind extinderi, corolare si implicatit ale acestor
teoreme.
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1. Consideratii preliminare

Teoremele de cchivalentd. prezentate in acest
articol, se datoreaza cercetatorilor americani
William Macready si David Wolpert. Articolul in
care au fost publicate aceste teoreme este intitulat
“No Free Lunch Theorems for Search™. denumirea
provenind din zicala englezeasci “there is no such
thing as a free lunch™. Articolul a fost anuntat in
grupul de discutii. rezervat algoritmilor genetici pe
Internet, comp.ai.genetic, pe data de 7 februarie
1995, i a generat cea mai lunga listd de discutii din
istoria de pand acum a grupului respectiv.

Teoremele de echivalentd. date de Macready si
Wolpert, demonstreazi echivalenta algoritmilor de
cautare in spafii discrete (notiunea de algoritm de
cautare va fi formalizatd riguros in cele ce
urmeazd). atunci cand este considerata media
performantei lor pe multimea tuturor functiilor de
cost. Aceasta revine la imposibilitatea existentei
unui algoritm mai bun “in medie” decat oricare
altul: algoritmii pot fi comparati numai pentru clase
de probleme precizate. Este, deci. inutild incercarea
de a gasi un algoritm de cautare “general™: toti
algoritmii de cautare obtin aceleasi performante. in
particular. algoritmul  genetic nu  va obtine
performante mai bune decat cautarea aleatoare care.
la randul ei. va avea aceleasi performante cu
metodele de hifl-clinihing.

Macready si Wolpert insista, in articolul lor,
asupra faptului ¢a nici un algoritm de cautare nu
poate fi considerat un punaceu universal si asupra
necesitatii alegerii unui algoritm in functie de
problema data (sau a unci reprezentari adecvate
pentru problema considerata).

In continuare, articolul este structurat dupa cum
urmeaza:
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® prezentarea  notafiilor  folosite s
formalizarea notiunii de algoritm de cautare;

® enunfarea si demonstrarea teoremei de
echivalentd Macready §i Wolpert;

* extinderea rezultatelor la algoritmi mai
generali;

e principalele corolare ale teoremei:

*  discutarea teoremei i a implicatiilor sale.

2. Notatii

Vom considera functii de cost de forma:
f2X—Y, unde X si Y sunt multimi finite.

Multimea tuturor acestor functii este Y, avind
cardinalul [Y[*, unde prin |A| am notat cardinalul
multimii A.

Un algoritm de cautare a extrapoleazi pe baza
unei multimi de puncte (X15¥1). . .(Xp-¥m) i propune
un nou punct. Extrapolarea poate fi deterministi
sau stocastica.

Notam:
d‘m:(xl T -.Xm)

d'\lm:(_\fllv . --ym)

cim :{dm(j)}z{dxm(].)« d)‘.m(_].')1 N J:1 PN ; 5 18

lar multimea tuturor d,, cu D,,. Fie D=u,D,. D
contine multimea vida.

Se presupune ca punctele (x;. ;) sunt distincte,
doua cite doua. si cd rezultatul extrapolarii
algoritmului este. de fiecare datd, un punct nou.
Atunci c¢dnd m = [X|. algoritmul se opreste
(rezultatul fiind echivalent cu al unei enumerari).

Cu aceste notatii. un algoritm de cautare
determinist este o functie
a:deD— {x|xgd"}

Fie ¢ histograma valorilor functiei de cost,
obtinute de un algoritm « dupi m evaluiri ale
functiei de cost. Avem:



CEINm. c(i) = numarul de membri din populatia d,,
ce au valoarea f.

Histograma poate fi folositda pentru a aprecia
calitatea cautarii efectuate de algoritmul a in orice
fel. De exemplu. in cazul incercarii de a maximiza
functia f, un algoritm este cu atat mai bun cu cat
histograma sa contine valori mal numeroase pentru
valori f; mai mari. Ca atare. masura cfectiva a
performantei algoritmului  depinde exclusiv  de
histograma pe care o obtine. prin intermediul unei
tunctii de performanta. Ca atare, ne putem ocupa de
histogramele obtinute de diversi algoritmi in m pasi.
fard sa ne punem problema criterinjui efectiv de
performanta al algoritmului (dacd se ncearca
minimizarea sau maximizarea tunctiei).

Valoarea de interes pentru
algoritmilor este, deci:

P(c|fm,a) (probabilitatea conditionata ca
histrogama ¢ si fie obtinutd dupid m iteratii ale
algoritmului a aplicat pentru f).

comparatia

3. Teorema de echivalenta a
algoritmilor de ciutare
(Macready, Wolpert)

Pentru orice algoritini de ciutare a,, ax:

Zp(df,m,al): ZP(CEf,m,az)

Demonstraiie
Vom demonstra ¢i P(c/f.m.«) nu depinde de a.

Dezvoltand suma dupd toate componentele y
posibile ale unei populatii d*,, avem:

> P(cl foma)= Y. P(c,d}| f.ma)
J f .,
Dar
Ple.d)| f.m)=P(cld,, f,ma)P(d,|f.ma)
iar P(c|d’,,. fum) depinde numai de valorile y ale
populatiei d,,. Deci:

> P(clf.m.a) = p P(c/d},)P(d}, [f.m.a) =
-

£

= Z P(cjd;, }Z P(d? [f.m.a)
a, ¢

i

(*)
Pentru a demonstra ca membrul drept al ecuatiel
(*) este independent de a, este suficient sd aratam

ca, pentru orice m si d',,. Z P(d}| f.m,a) este
-

independentd de a. Vom demonstra aceasta prin
inductie.

Pentru m=1. d,={d",, f{(d*)}. deci avem:
Y P(d| fom=1.a)= D 8(d], f(d)
f f
unde  este functia Kronecker delta. De aici:

Z‘D(dll | f.m=1,a)= gl
1

cantitate independentd de a. deci pentru m = 1
propozitia este verificata.

In continuare, demonstrim ca P(m) => P(m+1).
Avem:
P(d} ,|f.m + 1,a) =

m+1
P(‘idi\n-l(l)""“d;\;ill{)n):‘
d}‘

m o+

(m+ 1)jf.m + 1.a)

1l

P(dY .d?, (m+1})f.m+1a)=

m

= P(d?

m~](l-n+lHd f.1“+1.a)

P(d}If.m+1,a)

si deci:

Z P(d; . |f.m+,a) =
2

m

=Y P(d}, (m+Djd},.f.m+1.a) =
-
= P(d’|f.m+.a)

Dar d, . (m+1) depinde numai de noua valoare x
si de f. deci:

> OB,
-

=3 P(dY (m+D|f.x)P(x{d), . f,m+1,2)

.
P(d} [f.m+1.a)
=% 8(d¥, (m+ D FxNPix|d} . f.m+1.a)
1

f.m+.,a)=

i+l m
\

P(d: |f.m+1.a)

i

Observiam ¢a x = a(d,,,d, ) nu depinde in mod

direct de f. Rezulta:
> e, [fom+La)= ) 8(d}, (m+1).f(x)P(xd,,.a)
I

m+l m+l!
foxd),

P(d:

m

= 8(d),, (m+1),f(a(d, )P, |f.m,a)

3

|d%, . f,m+1,a)P(d) [f.m+a)

m

Tindnd contca al{d) ¢ d,, avem:

m

6 Revista Romana de Informatica si Automatica. vol. 8, nr. 2. 1998



Z P(dy, If.m+1l.a)=

= P(d, If.m.a) > 8(d), (m+1).f(a(d. )
" p m+l m

dy, fixed) fixad))
Dar D 8(d), (m+1), fla(d, )= ¥
fleed,)
si deci:
}: P(d: . | fome )= [P Z P, |f.m.a)=
f fived:, )d),
| =
=— > P(d,|f.m.a)
;YJ fined) )d,,

. 1
5 2L P, [fma)=——"P(d}|f.m.a)
Y] .z.; Y15

Din ipoteza de inductie, membrul drept al
acestei relatii este independent de a. deci si
membrul stang este independent de a. Cu acestea,
teorema este demonstrata.

4. [Extinderea teoremei la
algoritmi de ciutare generali

Teorema a fost demonstrati pentru cazul
algoritmilor deterministi care produc de fiecare dati
un punct nou din spatiul X. Macready si Wolpert au
ardtat nsd cum se poate extinde rezultatul obtinut
de ei la cazul general al algeritmilor de ciutare
slocastici §i care pot revizita puncte din X.

Extinderca la cazul algoritmilor ce reviziteazs
puncte din X porneste de la observatia ca, din orice
‘drum” al unui algoritm a ce reviziteaza puncte, se
poate extrage un drum compactat, care pastreaza
numaj o vizita a fiecarui punct din drumul initial.
Algoritmii - compactati - sunt supusi  teoremei  de
echivalentd i, ca atare. si algoritmii originali se
supun acestel teoreme.

Trebuie subliniul ca rationamentul de mai sus
este valabil doar in cazul algoritmilor originali care
reusesc sa exploreze tol spatiul X, fArd si ramani
pringi in “capeane”, adicd s3 genereze permanent
puncte dintr-¢ anumitd submultime a lui X,

In med similar, se pot compacta si algoritmii
stocastici. Atunci, un algoritm stocastic s reprezinta
o functie definita pe d (ca la algoritmii deterministi)
care produce o distribujie de probabilitate peste X
cu proprietatea ca distributiz este nuld in punctele x
€ d. Ca atare. s poate [i privit ca un parametru in
functia P(d, (m+1)ld, .s) pentrum sid dati.
Cu aceasta definitie pentru s, dacad  urmarim

demonstrarea teoremei  de echivalenta, inlocuind
peste tot « cu s, velatiile isi pastrazi valabilitatea.

Deci, teorema de echivalenta este valabila si pentru
algoritmi stocastici.

S. Corolare ale teoremei de
echivalenta

1. Nu existd algoritmi mai rapizi in medie (de
exemplu pentru gasirea maximului) decat altii.

2. Pentru maximizarea functiilor, hill-climbing e,
in medie, la fel de bun ca hill-descending.

2

Pentru o functie de cost oarecare, nu exista nici
0 modalitate de a prevedea performanta unui
algoritm pe baza performantei anterioare (deci
nu se poate prevedea calitatea punctului x4,
pe baza punctelor x,...x, si a valorilor
functiei f aleasd in mod aleator din Y* in aceste
puncte).

Demonstratie

Orice procedeu de alegere a unei functii din Y*
dupa o distributie de probabilitate aleatorie este
echivalent cu urmatorul: pentru orice x € X se
alege un y = f(x) € Y dupi o distributie uniforma
de probabilitate in Y (fiecare y € Y are o
probabilitate de 1/]Y] de a fi ales). Ca atare, valorile
functiei f sunt independente probabilistic, deci nici
un algoritm nu poate prevedea mai bine decat pur
aleator valoarea intr-un punct nevizitat.

Observatie

Demonstratia de mai sus. care ne apartine, are
ca rezultat imediat echivalenta tuturor algoritmilor
de cdutare, in medie, cu algoritmul de cautare
aleatoare. Deci ea poate fi folosita ca o altd
demonstratie a teoremei Macready si Wolpert.

6. Critici §i implicatiile teoremei

Principala criticd adusa teoremei NFL a fost ca
demonstratia ei depinde in mod esential de o
distributie de probabilitate uniformi pe multimea
functiilor Y*. Criticd a fost adusa autorilor de céatre
Kihong Park, de la Boston University, dar teorema
a fost sprijinitd si de autori mult mai cunoscuti, cum
ar fi dr. Vose. autorul modelarii cu Lanturi Markov
a algoritmilor genetici.

Obiectia  ridicata  de Kihong Park este
urinatoarea: in aproape toate situatiile in care
lucram cu optimizari combinatoriale, avem un mod
de a genera functia de cost f pe calculator. Or.
multimea functiilor de cost generabile pe calculator
este toarte mica in comparatie cu multimea tuturor
functiilor de la X la Y. Ca atare, nu se poate vorbi
despre o distributie uniformd pe multimea b &
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pentru ca stim de la bun inceput ca probabilitatea
asociata celor mai multe functii (functiilor aproape
incompresabile in sens Kolmogorov) este nuld
Aceste functii nu pot fi descrise intr-un limbaj de
programare printr-un  program mai scurt decat
tabela lor de valori; pentru o functie booleana de
300 de variabile s-ar obtine astfel 2°" = 8*10™ linii
de cod, mai mult decat orice program cunoscut. Or,
algoritmii genetici sunt frecvent folositi pentru
optimizarea functiilor booleene de sute de variabile.
Deci. conchide Park. nu se poate sustine afirmatia
ca distributia de probabilitate este uniforma pe
multimea functiilor si, ca atare, teorema nu are 0
relevanta reala in practica.

Autorii teoremei s-au aparat sustinand ca:

. Teorema prezintd un fapt matematic real.
indiferent de limitarile cu care ne confruntdm
in viata;
si

2. Nu existd nici un motiv pentru care un rezultat
demonstrat pentru multimea tuturor functitlor
nu ar putea fi aproximativ corect si pentru o
submultime cum este cea a functiilor suficient

de putin complexe in sens Kolmogorov pentru
a putea fi implementate pe calculator.

La acestea putem adauga ca:

1. Multe aplicatii ale algoritmilor genetici
maximizeaza o functie de cost ce nu este
simulata pe calculator (cum ar fi, de exemplu,
in aplicatiile economice. in care valoarca
functiei pentru o anumitd stare este masurata
din indicatori reali):

[

Multimea functiilor “suficient”™ de complexe
din punct de vedere Kolmogorov nu este bine
definita. iar rezultatele caructeristice pentru
diversii  algoritmi  sunt  obtinute  pentru
multimea tuturor  functitlor  definite  pe
multimile X si Y respective (vezi, de pilda,
teorema sablonului).

Cu toate acestea, relevanta practica a teoremei
ramane discutabild.

Importanta teoremei  de  echivalenta 51 a
corolariilor ei consta, insa, in urmatoarele:

1. Au fost expuse formularile eronate de genul
“algoritmii genetici reprezinta metode. in
general. mai bune decat cautarea aleatoare™;

2. S-a stabilit o directie clard pentru adaptarea
algoritmilor la problema. Pana acum. nu a fost
evident ce insemna “a cunoaste o problema™.
pentru a putea adapta un algoritm la ca. In
formularea teoremei NFL. se vede clar ca a
cunoaste o functie de cost revine la:

a) a cunoaste o distributie de
probabilitate P(f) dupa care
se extrage functia;

sau. echivalent:

b) a cunoaste distributiile
posibile ale valorilor
P(f(x)=y) pentiu y € Y.

De altfel, teoremele de convergentd, demonstrate
pana acum, relativ la algoritmii genetici cad. in linii
mari. in doud categorii:

i) teoreme bazate pe o bunad
adecvare a reprezentirii la
functia de cost. cum este
teorema gablonului:

1) teoreme de convergenta
globald, care se bazeaza pe
proprietatea unui algoritm
genetic de a “epuiza” spatiul
X pentru un timp de rulare
suficient de mare.
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