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Rezumat: Lucrarea se referd la unele momente legate de
expertiza colectiva. Dupa o scurtd caracteristici a acesteia, sunt
enumerate etapele principale ale expertizei §i apoi analizate
unele momente legate de agregarea estimdrilor expert, in vederea
obtinerii unei caracteristici generale a obiecielor estimate. In
incheiere, sunt prezentate rezultate ale aplicdrii functiilor
asociative de mediere la combinarea multimilor fuzzy.

Cuvinte cheie: expert, expertiza colectivd, criteriu, estimare,
agregare.

1. Introducere

Procesele decizionale au generat, prin
importanta si necesitatea lor, o serie intreagd de
proceduri decizionale, O clasi aparte de proceduri
decizionale o constituie expertiza colectivi.

in forma generald s nelormalizald, situatia
expertizei colective poate fi descrisda in felul
urmator [1]. Existd un grup de persoane de care
depinde solufia si existd o multime de alternative,
dintre care trebuie aleasd alternativa colectiva.
Fiecare expert isi are opinia proprie privind
selectarea alternativelor si posedd, de asemenea,
mecanismul de influentare a generani deciziei
colective. Acest fapt determind procedura de
obtinere a solutiei colective din solutii individuale.

Expertiza colectiva include urmatoarele etape [2]:

e crearea grupului de administrare, ale carui
obligatii constau in organizarea procesului de
expertizd cu prelucrarea si analiza ulterioard a
informatiei obtinute;

e elaborarea modelului criterial,

e formarea grupului de experti;

e procesul de orientare a expertilor, acesta fiind
un fel de "acordare a aparatelor vii";

e efectuarea procedurii de estimare;

e  prelucrarea si analiza estimarilor expert;

e claborarea documentului final.

Procedura de estimare este o componenti
importantd a unei expertize colective. In caz
general, procedura de estimare esie o aplicatie O a
multimii M de estimat intr-o oricare muliime P
liniar ordonatd, ale cérei elemente pot fi supuse
operatiilor de comparare, necesare scoaterii 1n
eviden{a a intentitd{ii anumitor proprietdti ale
mulfimii M. Aplicatia O poate fi numitd operator al
proprieldtii, iar mul{imea P - structurd a proprietatii.

Cu alte cuvinte, estimarea este o reprezentare a
elementelor mulfimii M cu ai'utorul elementelor

multimii P, Fie {(,.}(z‘:l_} - mulfimea de

operatori ai proprietatilor §i, respectiv, {R}(r = L_n)
- multimea de structuri ale proprietitilor. Atunci,
aplicatia;

O:M->B %P w...xP,
definitd in modul prezentat mai jos
Om =(Om,0ym,...,0,m)

este reprezentarea elementelor multimii M cu ajutorul
elementelor muliimii de structurd a proprietatilor
B xPx..xP. De reguld, multimile
F,FP,,..., P, sunt submultimi ale axei reale R.

Procedura de estimare presupune cunoasterea
domeniului de aplicatie, adicid existenta si utilizarea
experinfei anterioare. Cu alle cuvinte, persoana
interesatd intr-o astfel de estimare, trebuie s3 posede in
arsenal o multime de situatii similare, numite situatii-
etalon, cu un sistem de relatii, definit pe ea. In cazul
deficientei de situati-etalon, se apeleazd la experti-
persoane inzestrate cu o asfel de experientd. In ultima
instantd, estimarea efectuatd de expert depinde de
multimea situatiilor etalon, de care "dispune” expertul.
De aceea, pentru o mai mare obiectivitate, estimarea
se va face, nu doar de citre un singur expert, ci de un

grup de experti.

In cele ce urmeazi, ne vom referi nemijlocit la
procesarea estimdrilor expert. Vom presupune ca,
in cadrul expertizei, se utilizeaza estimari numerice.
Ca rezultat al procesului de estimare se obtine, de
reguld, o secventd de numere, fiecare dintre ele
fiind "masurarea” unei esente de cétre un expert. De
fapt, interesdndu-ne un tablou general care este o
imbinare a tuturor opiniilor, se recurge adeseori la o
agregare a numerelor date, ce duce la o secventda
mai micd, dar care concentreaza deja in sine opinia
generald a mai multor experti.
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2. Agregarea in baza aplicarii
functiilor

Presupunem ca avem secventele A={a,a,,...,a_}
si A'={a’,a’,,...,a"} unde k<m.

Def. Regula conform cdreia secventel
A={a,a,...,a } i se pune in corespondenia secventa
A'={a’, a',,...,a',} se numeste agregare.

Def. Agregarea se numesle totald dacd secventa-
imagine obtinuta const dintr-un singur element.

Adesea, procedeul de agregare se bazeazd pe-

definirea unui set de functii, numit multimea functiilor de
agregare, care se aplici secventei obisnuite in rezultatul
expertizei, In acest scop, se aplici urmatorul procedeu.
Fie multimea functiilor de agregare M ={M’,M’,... .M},
unde

M = et ) £t e £ Gt )

este submulfimea de rangul i, a multimii functiilor de
agregare s, fie ci avem secventa de agregal,

A= a5 < SRR . B SRR I Fiecarui

element al secventei i se atribuie un rang in felul urmator:

a) elementelor secventei initiale 1i se atribuie
rangul 0;

b) daci elementul a al secventei necesare a fi
agregati se obtine ca rezultat al aplicirii unei
functii de rangul 1, atunci acestui element i se
atribuie rangul r(a)=i.

Din secventa A, se selecteazi o semisecventa de
n, numere iaj_kl,...,a m,} si el 1 se aplicd functia

J
s
fp x\vxzv--'axnp ’

unde
8= max(r(aﬁl ),...,r(aﬁ"ﬁ ))+ 1,
obtinanda,,, = 1, (am — - )
Inlocuim aceastd semisecventd cu a/, si obtinem o
jel
- s ~ | '
noud secvenlda A'= {L‘t,,c?lz,...,«f‘fj+I S (M

Aplicind iterativ acest procedeu, micsordm treptat
lungimea secventei initiale. Un astfel de procedeu 1l
vom numi procedeu de agregare n baza aplicirii
functiilor.

Rangul multimii functillor de agregare este
numdrul submultimilor de rang.

Def. Submultimea functiilor de agregare de
rangul i se numeste omogena, dacd aritatile tuturor
functiilor celi apartin sunt egale, adica

YL Vel COETS W < COUP ) WY O |

n, numindu-se dimensiuna submul{imii de rang.

Def Multimea functillor de agregare se
numeste omogena dupa ranguri, dacd submultimile
de rang sunt omogene.

Def. Multimea functiilor de agregare se numeste
omogend, dacd dimensiunile submultimilor de rang
sunt egale. Dimensiunile submultimilor de rang
determind dimensiunea muliimii functiilor de agregare.

Def. Multimea omogend a functiilor de
agregare M, s numeste corectd In raport cu
secventa A= {a,,az,. vl }dacz“a, aplicind-o
iterativ, obfinem agregare totald.

Af. 1. Pentru ca multimea omogeni a functiilor de
agregare si fie corectd in raport cu consecutivitatea
A={a.a,....,a, }mabuie s fie satisfacutd conditia
(n—])/(m—l), unde n este dimensiunea multimii
omogene a functiilor de agregare.

Dem Dat fiind faptul ¢, la fiecare agregare,
secventa se micsoreaza cu (i-1) elemente, este simplu
de remarcat ¢d (m-1) = k(n-1), deci (n-1) / (m-1).

De aici, pentru n=2 obtinem drept consecinta faptul
¢A multimile omogene ale functillor de agregare de
doud variabile sunt corecte pentru orice secventa.

Af. 2. Numarul claselor de multimi omogene
corecte ale functiilor de agregare este egal cu numdrul
de divizori ai lui (m-1), unde m este numarul de
elemente ale secveniei care necesila agregare.

Dem Deoarece (n-1) / (m-1), unde n este
dimensiunea multimii omogene de functii de agregare,
rezulid cd, reunind toate multimile omogene de funciii
de agregare de dimensiunea n nir-o clas, vom obtine
atitea clase cati divizori are (m-1).

Def. Multimea functillor de agregare se numesle
simpld, dacd toate submultimile de rang constau din una
si aceeasi functie.

In cele ce urmeaza, ne vom referi numai la multimi
simple de functii de agregare, pe care le vom identifica
cu functiile de agregare ce le genereaza.

Def, Functia de agregare satisface o asociativitate
completa daca sunt satisfacute relatiile:

.f‘(.f(xlvxb'"’xn)’xml!"'!xZn—t):
-f‘(xlﬂ ‘(xl'""=xu*l)"“3x2nfl):
s AR e Fle e )

In cele ce urmeaza, vom considera ci functia

it SO Y

este corecti in raport cu secventa supusa agregarit
{al,al,. e }

Af. 3. Exista (m-n+l)(m-2n+2)...(m-kn+k)

posibilitdfi de agregare totald a secvenlei

56 Revista Roméini de Informaticd si Automaticd, vol.8, nr. 4, 1998



{a"a2""’am }cu ajutorul functiei f(xl,xz,...,x")
respectdnd ordinea elementelor secventei, unde
k=(m-1)/(n-1).

Dem Notdm prin £ numdrul posibilititilor de
agregare totald a unei secvente de lungimea m. Existd

lungimea n dintr-o secventi de lungimea m. De aceea,
pentru { obtinem {=(m-n+1) £, , Aplicand iterativ
rationamente analogice, obtinem:;

L=(m-n+1) £ <m-n+1)(m-2n+2) -
=(m-n+1)(m-2n+2)(m-3n+3) £, ,=...=
=(m-n+1)(m-2n+2)(m-3n+3) ... (m-kn+k)

Af.4 Existi m! =(m-n+1)(m-2n+2) ...(m-kn+k)

posibilitafi de agregare totald a secventei /al,a2,...,am )}
cu ajutorul functiei f(x,x,..... x,)fard respectarea

ordinilor elementelor secventei.

Dem. Deoarece existd m! permutiri ale secventei
date si fiindcd fiecare pertmutare permite
(m-n+1)(m-2n+2) ...(m-kn+k) posibilitati de agregare
totald cu ajutorul functiei f(x,,....x ) respectind ordinea
elementelor secveniei, rezultdi ci numarul total al

m!=(m-n+1)(m-2n+2) .. (m-kn+k).

Vom nota prin A multimea valorilor 3 objinute ca
rezultat al agregarii totale a secventei date cu ajutorul
functiei f(x,.x,,....x,)

Def. Vom numi coeficient de agregare a functiei
i (x,,xz,...,,xn) urmatorul parametru
max a, -min g L

A Ay

max g; - min @,

i i

pl =1~

Af. 5. Orice furctie asociativd §i  comutativi
f(x,,xz,...,xﬂ) are coeficientul de agregare egal cu unu

Dem, S3 ardtim cd, la agregarea cu funcfii
asociative, orice expresie care infiptuieste
agregarea este egald cu expresia obtinutd prin
aplicarea functiei de agregarea incepind cu partea
stangd, miscandu-se treptat spre partea dreaptd a
secventei, adici

f(..,f(f(al....,a").aﬂﬂ,....am)...,am_m,...,am)).
Demonstrarea 0 vom face prin inductie. Pentru
m=(n-1)+1, corectitudinea afirmatiei o vom face
prin inductie. Pentru  m=2(n-1)+1 valoarea
f(f (al L A gt ) se obfine aplicind
definitia asociativitatii. Sa presupunem ci afirmatia
este corectd pentru m =k(n-1)+1. Vom arita ci ea
este corectd si pentru m=(k+1)(n-1)+1. Sa luim
orice expresie care infaptuieste agregarea de
lungimea respectivd. In ea vom gasi neapdrat o

semiexpresie de forma f (ap,...,a WH) O vom

nota prin a,. Obtinem astfel o secventd de

lungimea m=k(n-1)+1. Pentru ea este valabili
afirmatia. Daci p=1 avem:

f(...f(al'_,am,...ia:nfl)...),am_M,,..,am))

si substituind pe a; prin f{a,...,4 ) obtinem

f(...f(f(al,...,an),am,...,am)...,am_m,...,am)).

Daci p=1, atunci, in expresia

f(---f(f(“.»---a“n)vaw---:“m)---“;---lanmz:---ﬂm»-
substituind pe a, prin f(ap,.. a ),iar pe

"2 pin—l
f{4,....3 ) prin a, obfinem o expresie care poate fi
adusd la forma propusd. Substituind pe @, prin

Hasand ) avem, in final, expresia

TC S F @) s B ooy By 0 8L)).

In concluzie, toate procedurile de agregare a
secveniei /a ,..., a, / cu functii asociative dau una si
aceeasi valoare dacdA se respectdi ordinea
elementelor secventei in procesul de agregare.
Functia de agregare fiind comutativa, la orice
permutare a secventei date vom obtine aceeasi
valoare. Aceasla inseamnd ci multimea de valori
obtinute, ca rezultat al agregirii totale a secventel
date, constd dintr-un singur element. De aceea,
coeficientul de agregare este egal cu unu.

Af. 6. Dacd n calitate de functie de agregare
luam functia liniard
T % s x,)=bx +8,%, +..+b x
undeb, 2 b, =0 pentrui > j
atunci coeficientul de agregare pentru secventa
{44 ..., 3 }se calculeaza cu ajutorul expresiei

A-B

max a; - min q,

i i

f:]—

a

unde A se obtine la agregarea secventei ordonate in
ordine descrescitoare, iar B se obfine la agregarea
secventei ordonate In ordine crescitoare.

f(al.‘,..._,au,...,af.‘....,aj’)ff(a; ..... NTIN AN A

ba, +ba -ba ~ba = (bj —b,)(a,' —a, )
Deoarece b, —b, 20, aceastd expresie este mai

mare sau egald cu zero, atunci cind de pe locul cu
un rang mai mare j, se transferd un element mai
mare pe locul cu un rang mai mic k. Aceeasi
expresie este mai mica sau egald cu zero, in cazul
cand de pe locul cu un rang mai mare j se transferd
un element mai mic pe locul cu un rang mai mic k.
Fie {a @ yise,d, } O oarecare permutare a

2Tttty

secventei date. Pentru ea avem
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ai)(k <n) este secventa ale cirei

prime k elemente sunt dispuse in ordine
descrescitoare. Astfel functia de agregare are
valoarea maximd in cazul permutdrii secvenfei
initiale, ordonate in ordine descrescitoare.

fn mod analogic avem

1 1 1
f(a,,, Y PR AFTRON . J< fa ..o a, _g‘.)g
1 1 1
f(a“,...,a" a4 :a, )
< Sf(ai",. ,a",...,a, sown Uy ):B
1 ¢l

unde (a:,a:,...,a:)(k <n) este secventa, ale carei
prime k elemente sunt ordonate in ordine
descrescitoare. in acest fel, functia de agregare
obtine valoarea minim3d in cazul permutdrii
secventei initiale, ordonatd in ordine crescatoare.
De aceea, pentru coeficientul de agregare avem

I A-B
Pl =1-
a .
maxa, —min aj

i i

Def, Functia f(x Ky ”)se numeste de
mediere dacd

msf(xl,xz,...,xn)_{M

unde m=min (X, ,X,,..., X )st M=max (x ,%,,..., X, ).

Def. Vom numi acest procedeu de agregare prin
mediere daci, in calitate de functie de agregare, se
ia o functie de mediere.

in procesul de agregare pot fi implicate o serie
de axiome reprezentind cristalizarea unor cerinfe
impuse procesului de agregare. Vom exprima
aceste axiome bazindu-ne pe proprietitile functiilor
de mediere [3].

Floew ..

") o functie de mediere.
Presupunind ¢d 0 si | sunt, respectiv, valoarea
minim3 si valoarea maximd admise la estimare,
aveim urmatoarea axioma.

Ax. 1. f(0,0....,0) =0si f(1,1,...,1)=1

Dacil presupunem ca vectorii x si y se afla in
relagia x 2 y, in sensul comparérii componenti cu
componentd, ar Insemna ci obiectul reprezentat
prin vectorul x conform opiniei unor experli, este
mai bun decit obiectul reprezentat prin vectorul y.
Deci, in virtutea faptului ci o agregare reprezintd o
insumare a opiniilor exprimate de tofi expertii, este
natural ca agregarea efectuatd pe vectorul x si fie
mai buni decit cea efectuatd pe vectorul y si, ca
rezultat, este fireascd urmatoarea axioma:

Ax. 2. f(%, %o X )2 13, Yy vos Y, ) pEDIU X 2 Y.
Aceastd asertiune poartd denumirea de axioma a
monotoniei.

Ficand abstractie de unele momente critice, vom
presupune cd variatia neinsemnatd a opiniei unui
expert influenteaza foarte putin opinia generald despre
subiectul dat. Acest moment isi gaseste exprimare in
urmatoarea axioma.

Ax. 3. Functia de mediere este o functie continua.
Aceasta esie axioma continuitatii.

3. Agregarea estimarilor fuzzy

in conformitate cu ideologia Iui Bellman si Zadeh
[4], luarea deciziilor in conditii fuzzy are loc in baza
operatiei de intersectie a mulfimilor fuzzy, care definesc
restrictiile cu multimile fuzzy ce definesc obiectivele. in
conditii fuzzy, ne convine si consideram echivalente
restrictiile i obiectivele. Astfel, generalizind, vom
considera, de fapt, ¢ luarea deciziilor in conditii fuzzy
are loc in baza compozitiei multimilor fuzzy care
definesc obiectivele.

in cele ce urmeazd, vom considera ¢ obiectivul
general G constd dintr-o ierarhie de obiective, la al
cirei nivel de jos existd m obiective, corespunzind
unor m criterii de estimare C,. Cénd fiecare obiect o
din multimea de obiecte O este estimat in conformitate
cu criteriul C, ,pe scara S, se obtine s, (o). De criteriul
C, este legat obiectivul G, , definit ca o muliime fuzzy
al cirei univers este scara S, Multimea fuzzy care
corepunde obiectivului G, are functia de apartenentd
egald cu g, . Fiecare obiectiv G, genereazid pe
multimea obiectelor o multime fuzzy O, cu functia
de apartenentd ,(0)= s, (s,(0)) ce desemneazi
nivetul de compatibilitate a obiectelor cu obiectivul
G, Obiectivul general G poate fi exprimat printr-o
categorie complicatd, a cdrui mullime de bazd il
reprezintd produsul cartezian S, xS, x...x S, . De
aceea, pentru a obtine gradul de compatibilitate al
obiectivului o cu obiectival general este necesard
agregarea totald a secveniei {y, (0). M (_a),..., B (o }
Asadar, pentru a obtine compozitia mulfimilor fuzzy
O, , compozitie definind multimea fuzzy ce

desemnneazd nivelul de compatibilitate al obiectelor cu
obiectivul general, efectudm o agregare totald, pe care o
vom defini pe baza functiilor de agregare corecte in
raport cu secventa {21, (0) 11, (0), ..., 4, (0)}. In calitate

de functii de agregare, vom considera functiile de
mediere asociative, comutative, monotone si continui.
in punctul precedent, am vazut ca astfel de functii au
coeficientul de agregare egal cu 1. De aici, concluzia ci
procedeul de agregare nu depinde de ordonarea
secventei initiale si de ordinea aplicarii functiei de
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agregare. Aceasta ne oferd posibilitatea de a defini
compozitia multimilor fuzzy O, pe baza recursiva cu
conditia ca functia de agregare r(x,, x,,..., x) sa fie
corectd in raport cu secventa { l(o), #2(0), wesy i, (o)}.

fm = ?‘(Hl, M, (0)= e Hy (0));

r(l) = r(r(l): Hiy (O), cees Moy ((J));

Ho@)=r® =, 1 (o). 1, (©)
unde n=(m—1)/(k -1).

in punctul precedent, am vizut ¢i numdrul
claselor de functii corecte de agregare in raport cu
secvenia {a, a,... g,/ este egal cu numiarul de
divizori ai lui (m-1). Functiile de mediere asociative,
comutative, monotone si continui au forma [5].

med(xl,...,xm,a)I
max(x,.....x, ), daca max(x,,...,x, )<«
&; dacamin(x,,...,x )<a < max(x,,...
[min(xl,. ., X, Ldaca min(xl....,xm)za

Aceastd subclasa a functiilor de agregare, corecte in
raport cu secventa {a, a,,..., 4, /, este o reuniune de
functii, dependentd de parametrul c.

Af, 7. Compozitia multimilor fuzzy, organizati
recursiv in baza functiilor de mediere asociative,
comutative, monotone si continui, depinde doar de
parametrul .

Dem Fie med(xl...., xm,a) o functie de agregare
corectd in raport cu secventa /3, a,.., g Lt Si
demonstrdm ca rezultatul agregérii cu o astfel de
functie coincide cu rezultatul agregarii efectuate cu
ajutorul  functiei  med(x,,....x_,a). Deoarece
coeficientul de agregare al funcfiilor comutative si
asociative este egal cu unu, rezulti c@ ordinea
agregarii acestei secvente nu are nici o importanta.
Asadar, vom considera ¢i secventa este ordonatd in
ordine crescdtoare §i vom acfiona asupra ei recursiv,
incepand cu partea stingd. Vom considera trei cazuri;

a) max (@.a... 4, )<a Drept rezultat al aplicarii

recursive a functiei med(x,,....x,,a) asupra

secveniei, vom avea valoarea argumentului x, . De
aceea, valoarea ultimei aplicai va fi

a, = max (al,...,am)= med(x,,...,xm,a).
b) min (@. ..., 4, )sa. Drept rezultat al aplicarii

recursive a functiei med(x,,...,x,.a) asupra
secventei, vom avea valoarea argumentului x . De
aceea, valoarea ultimei aplicdri va fi
& =aninle a0 )=med(x,,...,xm,a').

cee U

) max (4.4,.,4 )Sa<min(3,a,..3, ). 54

divizdm secvenia datd in semisecvente de
lungimea (k-1) incepdnd cu partea dreapti si si
le numerotdim incepind cu partea stingi.
Existd o semisecventa pentru care extremitatea
de stinga este mai micd sau egala cu a, iar
extremitatea de dreapta este mai mare sau egald
cu a. S presupunem ci ea are indicele p. Atunci,
pentru toate (p-1) semisecvente drept rezultat al
aplicarii recursive a functiei med(x],...,x,,a)
vom avea valoarea argumentului x, deoarece
max(aﬂ,aﬂ,...,ajkka pentru j<p-l1.
< :

Obtinem valoarea g, ,, ., care este extremitatea de
dreapta a semisecventei (p-1). Aplicind, in
continuare, funcia med(x,,....x,,a) obfinem
valoarea o deoarece, dupi cum s-a mentionat,
la etapa p avem

O aplicare pe mai departe a functiei med(x,...., x,.a)
ne da valoarea ¢ deoarece semisecveniele rimase se
afld spre dreapta de c. Astfel, drept rezultat al agregrii
cu ajutorul functiei med(x,,....x,,) obtinem
valoarea a = med(x,,..., x,,a)

Asadar, toate functiile de agregare corecte,
dependente de a, dau acelasi rezultat de agregare.

De remarcat ci operalia de compozilie a
mulfimilor fuzzy in scopul ludri deciziilor in
conditii fuzzy, propusi de Bellman si Zadeh, se
obfine ca un caz particular pentru valoarea
parametrului egala cu zero.
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