TRANSFORMATA WIGNER-VILLE . VERSIUNI DISCRETE
PERIODICE SI APERIODICE

ing. Doinita Ghinea
Grupul $colar Industrial Nr.19

Bucuresti

Rezumat:Utilizarea transformatei Wigner-Ville in  scopul
analizei timp-frecventd a semnalelor nestationare prezintd un
mare avantaj faid de alte metode, datorita preciziei cu care se pot
localiza evolutiile spectrale, insd aparitia termenilor de
interferentd face dificild interpretarea imaginilor obtinute. In

discrete, periodice si aperiodice, ale transformatei Wigner-Ville.
Cuvinte cheie:Transformata Wigner-Ville, analizi spectrald
evolutiva,semnale  nestationare, semnal vocal, semnale
multicomponente,semnale temporale simulate.

1. Introducere

Analiza spectrald evolutivd este, poate, unul
din domeniile cele mai interesante, daci ne
giandim la faptul c¢d majoritatea semnalelor,
indiferent de provenienta lor, nu au o frecventd
constantd in timp. In aceastd categorie, a
semnalelor nestationare, putem include semnalele
obtinute de la traductorul de vibratii, de la
semnalul vocal, de la electoencefalograf, ecograf,
seismograf.

Analiza semnalelor nestationare pune probleme
deosebite, mai ales cdnd semnalele analizate au
frecvente multiple (semnale multicomponente), iar
legile de evolutie conduc la puncte in care acestea
se intersecteaza.

Metoda transformatei Wigner-Ville este una
dintre cele mai puternice metode care permit
rezolvarea problemei mentionate, cu o precizie
foarte buna.

in aceastd lucrare, se prezinti o analiza
comparativd a unor versiuni ale transformatei
Wigner-Ville periodicd si aperiodici. In prima
parte, sunt prezentate pe scurt proprietitile
energetice ale transformatei Wigner-Ville discrete
(TWVD). Urmeazd apoi o prezentare detaliatd a
unor algoritmi propusi pentru calculul versiunilor
discrete .

Lucrarea se incheie cu citeva studii de caz, in
care semnalele temporale simulate sunt analizate
cu TWVD, obtinindu-se legile de evolutie ale
frecventelor semnalelor componente.

2. Versiuni periodice ale
transformatei Wigner-Ville

Din  transformata  Wigner-Ville discreta
generald se pot deduce transformate Wigner-Ville

discrete simplificate (TWVDS) si pot fi obtinute

proprietitile lor corespunzitoare.

In Tabelul 1, sunt rezumate toate TWVDS
posibile, dindu-se direct proprietitile lor de
periodicitate, precum si caracteristicile energetice
[1). [2}

Plecind de la chestiunile prezentate anterior, se
pot sublinia urmitoarele puncte esentiale:

e -TWVDS sunt mai simple decit TWVD
generale (de reamintit ¢ca TWVD generale
sunt  supraesantionate in  planul  timp-
frecventd). Dar, prin aceasta, anumite
proprietdti verificate de TWVD generale pot fi
pierdute prin TWVDS. Totusi, in absenta
acoperirilor, TWVDS contin toate informatiile
suficiente  pentru  reprezentarea TWV
continue:

e -toate TWVDS au capacitatea de a traduce
caracteristicile timp-frecventd ale semnalului,
fard a avea, totusi, aceleasi proprietati;

e -TWVDS cu indice de timp par sau/si indice
de frecventd par sunt cele mai interesante
dintre TWVDS, in practica, pentru ¢i indicii
pari sunt legati natural de esantioanele
semnalului sau spectrului siu; in special,
TWYDS, W(2p.k) si W(2p,2q) prezinti multe
avaniaje, mai ales sub aspectul proprietatilor,
si nu in ceea ce priveste simplitatea calculului.

3. TWVDS aperiodici si
comparatia cu TWVDS periodicd

In sectiunea 1, s-a definit un ansamblu de
TWVDS. O caracteristicd deosebit de importantd
si comunid tuturor acestor versiuni simplificate,
este aceea cd ele posedd proprietatea de
periodicitate timp-frecventa.

S-ar pdrea cd aceastd proprietate teoretica nu
este totdeauna verificata de TWYV discrete,
calculate in practicd. De fapt, daci se lucreazi cu
un subansamblu de indici de timp si frecventd, nu
se ajunge in mod obligatoriu la TWVDS care si
verifice proprietatile P1-P4 din [9].

Deoarece in calculul numeric al TWVD
intervin operatii de inversare a semnalului (sau a
spectrului), conjugari, multiplicdini si TFD,
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urmirind modul in care aceste operatii sunt
realizate (periodizarea semnalului sau a produsului
sau, limitarea sau nu a semnalului sau produsului
si prelungirea prin zerouri, alegerea dimensiunii
TED etc.), se obtin diferite versiuni ale TWVDS,
care nu posedd exact aceleasi proprietati si care
pot, uneori, foarte bine sa nu verifice proprietatea
de periodicitate timp-frecventa.

in aceastd actiune, numirul de zerouri de care
ne ajutdm variazd functie de dimensiunea
produsului, care atinge valoare maxima la (N-1),
atunci cind indicele de decalaj este N/2-1 sau N/2.
Pe de alti parte, alegerea numarului de zerouri de
care ne ajutim, ca si dimensiunea TFD poate fi
arbitrara.

Toate aceste aspecte sunt ilustrate in figura 1,
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Tabelul 1 - Proprietdtile energetice ale TWVD generale,si a diverselor sale TWVDS

Aceste remarci ne conduc la posibilitatea de a
distinge TWVDS discutate mai sus, de alte tipuri
de TWVDS numite aperiodice, care vor fi
prezentate in continuare.

Fiind dat un semnc. discret x(n) de N
esantioane (N este presupus egal cu o putere a lui
2), un mod foarte simplu de a calcula TWVD in
practicd este urmatorul:

a) seinverseazd x(n’) pentru a objine x(-n');

b) se decaleazd in acela[i timp, in sensuri inverse,
semnalul [i versiunea sa inversata ([1
conjugatd) pentru a ob]ine x(n+n’) si x*(n-n'),
unde n reprezintd indicele de decalaj;

¢) se multiplicd x(n+n) cu x*(n‘n');

d) se completeazd produsul (centrat in origine) cu
ZEerouri;

e) seia TFD a produsului completat cu zerouri,
utilizénd un algoritm FFT_;

f) se repetd operaliile b) — ¢) pentru n=0 pand la
n=N-1.

unde se aratd principiul de calcul general pentru
TWVDS aperiodice. Aici se presupune ci, in afara
intervalului [0, N-1], semnalul este nul peste tot
sau, cu alte cuvinte, cind se calculeazd o TWVDS
aperiodica, se completeazd implicit semnalul cu un
numdr infinit de zerouri. Este evident in acest caz
cdi TWVDS astfel obtinutd nu mai poseda
proprietatea de periodicitate in directia timpului.
Pentru aceasta, o astfel de transformata TWV
discretd se numeste TWVDS aperiodici, deoarece
ea nu mai este periodica in planul timp-frecventa.
Cu titlu de exemplu, pentru un semnal discret in N
puncte, TWVD aperiodicid, corespunzitoare
versiunii simplificate W(2p.k), este definita de:

[ M2 Ardom
WRPE =" D Xpmfp mCH—f—— (1)
M = " M

unde x' este un semnal discret, cu M puncte,
definit de relatia:
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X, pentrun=0,. M/2-]

0 pentrun= M2, M-1
cu M=2N,

Astfel, definirea noului  semnal prin
completarea semnalului original cu zerouri revine,
de fapt, in a realiza etapa d) din algoritmul mai sus
prezentat. Astfel, calculul TWVDS W(2p,k)
aperiodice poate fi simplu realizat de maniera
urmétoare: inversare, decalare si conjugare mai
intdi a semnalului x', multiplicare apoi cu
versiunea sa originald xNdirect centrata pe origine
si avind lungimea N, si se ia in sfarsit TFD (cu
dimensiunea de N puncte) a produsului  astfel
obtinut.

Din punct de vedere teoretic, calculul TWVDS
aperiodicd revine la evaluarea unei TWV discrete,
fard a tine cont explicit de efectul discretizarii
frecventiale a semnalului asupra TWV.

O astfel de consideratie are drept consecinti
faptul ca relatia intre TWVD aperiodicd si TWV
continui este data de ;

1 -
W (n,k) =m2(—1) ka[
1 P

in loc de relatia:

nAt k-kE'N
—_ J (2)
2 2NAs

W(n’k) =_LZE(_])nE+M+NnkW{[(nﬁn N)N:k_k NJ
ANN % 2 2NN
3

Relatia de mai sus aratd ci reducerea TWVD
aperiodice nu se poate produce decit in directia
frecventei. Cu alte cuvinte, pentru obtinerea unei
TWVD aperiodice, fird a tine seama de termenii
de acoperire, este suficient sa se satisfaci numaj
una din conditiile de mai jos [4]:
3ng : Xntng =0 pentru n=N/2,. N-1 (4)
si,
iy Xk% =0 pentruk=N/2, N-1 (5)

Este bine cunoscut ci notiunea de TFD implica
faptul ca semnalul si spectrul siu, sunt serii de
esantioane periodice, avind acelasi numar N de
esantioane.

Aceasta este o conditie de pornire in obtinerea
unei TWVD generale, ca si a TWVDS periodice,
si ea nu a fost efectiv urmarita in procedeul de
calcul al TWVDS aperiodice. Principiul de calcul
al TWVDS periodice este schematizat in figura 2.
De subliniat ¢i semnalul este limitat aici la N
esantioane si la numai N zerouri de completare, iar
dimensiunea sa este egali cu cea a TFD.

Desi o TWVDS aperiodici poate fi definita cu
acelasi subansamblu de indici de timp si frecven;i
ca TWVDS periodici corespunzatoare, ea nu
prezinta exact aceleasi proprietati, De fapt,
majoritatea proprietatilor deduse in cazul TWVDS

periodice sunt acum mai mult sau mai putin
alterate.

Cu titlu de exemplu, pentru TWVDS W(2p.k)
aperiodicd definitd mai sus, care poseda de
asemenea proprietafile energetice si reversibilitate,
densitatea spectrului de energie obtinut plecind de
la aceasta versiune aperiodica nu mai este nuli
pentru indicii de frecventa itnpari, iar esantioanele
temporale reconstituite, care an indicii egali sau
superiori lui N/2, au valori nule,

Aceasta este diferenta fatd de cazul TWVDS,
W(2p.k), periodice.

in practicd, pentru obtinerea unei TWVDS
corecte, periodice sau aperiodice este obligatorie
evitarea fenomenului de acoperire. In cazul
TWVDS aperiodice, fenomenul de acoperire, care

se produce numai in directia frecventei, poate fi

al x(n)

0 N1 n
b) x(n)m
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d) x(n-N/2)
e i | - ---_:l

e) x(-n+N/2)
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f) x(n-IN)
N b e _;1

g) x(-ntIN)
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Figura 1. Principiul de calcul al
transformatei Wigner-Ville discreta
simplificatd aperiodici (TWVDSA)
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usor evita, fie supraesantionand semnalul
continuu, fie utilizind semnalul analitic asociat
semnalului real sau o interpolare a semnalului
numeric de pornire.

Din contra, in cazul TWVDS periodice,
acoperirea se poate produce la fel de bine in
directia timp, cdt si in directia frecventd, problema
fiind mai complicatd. Ca urmare, daci semnalul
nu este analitic, sau nu a fost supraesantionat cu un
factor cel putin egal cu 2, TWVDS periodica va
suferi o acoperire frecventiala.

Prin dualitate, dacd semnalul analitic sau
supraesantionat nu este nul pe un interval care
acoperd cel pujin o jumitate din pericada de
repetitic, el va contine termeni de acoperire
temporala.

Deci, pentru obtinerea unei TWVDS periodice,
care si nu contind termeni de acoperire, ambele
ipoteze (4) si (5) trebuie si fie satisfacute. Desi
teoretic incompatibile, cele doud conditii pot fi
aproximate in practica prin urmatoarele metode:

— partea utild a semnalului pe N/2 puncte este
analiticd sau supraesantionatd printr-un factor
cel pujin egal cu 2;

—  semnalul analitic sau supraesantional este
completat cu zerouri in asa fel incat semnalul
completat si periodizat prezintd zerouri intr-un
interval ce acoperd cel putin jumitate din
perioada de repetitie.

Desi TWVDS aperiodice si periodice nu au
aceleasi  caracteristici, ele dan rezultate
echivalente din punct de vedere al traducerii
structurii timp-frecventi a semnalului.

Pe plan teoretic, TWVDS periodica este
preferabila, decarece ea corespunde bine
notiunilor curent intdlnite in tratarea numerica a
semnalului §i respectd mai toate proprietdtile
teoretice descrise in sectiunea 1.

Manipularea in practici pare 1insd mai
complicatd (dificultatea de a satisface simultan
conditiile (4) si (5)). Pe plan practic, TWVD
aperiodici apare mai interesantd, pentru cd pe de o
parte, ea permite si se evite problemele de
acoperire temporala (sau cu alte cuvinte nu are de
ce fi necesard satisfacerea condijiei (5)) si, pe de
alta parte, interpretdrile sale vizuale sunt mai
usoare, asa cum sunt ilustrate exemplele din
sectiunea urmatoare.

Trebuie mentionat 1insd c¢a interpretarea
anumitor proprietdli teoretice ale sale ramane
dificild, ca spre exemplu contribujia nenuld a
jumiatate din punctele esantioanelor la energia
semnalului in reprezentarea W(2p,k) aperiodica.

De remarcat totusi ¢, in practicd se utilizeazi
cel mai adesea TWYVDS aperiodice. Aceastd
sitnatie paradoxald (pentru ci, in principiu, ar
trebui s3 se caute adoptarea TWVDS periodice,

d)

0
Xp(-n)

care satisfac maximul de proprietati teoretice ale
TWYV discrete) este legatd, cel mai adesea, de
comoditatea de calcul a TWVDS aperiodice, cum
se poate constata din figurile 1 si 2.

a) x(n) [/1

0 N-1 n

b) x(n) '[/‘

0 N1 2N-1 n

) xXpln)

N-1 2N-1 n

n

o) XN
B xpntN) "
g) xp@-N) "
n

h) xp(ntlN)
0 xp(0-2N) "
i) xp(-nr2IN) =
s e e l\-_- ;
n

Figura 2. Principiul de calcul al
transformatei Wigner-Ville discretd
simplificatd periodicd (TWVDSP)
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4. Studii de caz

Pana aici, au fost analizate aspectele teoretice
ale TWYV discrete simplificate. in aceasta sectiune,
se vor da citeva exemple de analizi a unor
semnale simulate, pentru a ilustra si compara
caracteristicile esentiale ale TWVDS.

TWVDS, periodice si aperiodice, constituie un
ansamblu de TWV discrete, aplicabile in practici.
Alegerea lor poate fi ficutd functie de necesititile
practice. Spre exemplu, n cazul in care se doreste
reprezentarea TWYV cu formatul de vizualizare

NxN/2, se poate adopta TWVDS aperiodica
W(2p,2q), care are dimensiunea NxN/2. Daca se
doreste si se aibd o imagine de dimensiunea
N/2xN/2, se poate utiliza TWVDS periodica
W(2p.2q).

In figura, 3 se prezintd TWVDS periodici
(versiunea W(2p,k)) a unui semnal cu doud
componente modulate liniar in frecventa, calculati
cu procedura ilustratd in figura 2.

In figura 3a, semnalul real a fost esantionat in
256 de puncte la frecventa Shannon (1000 Hz).
Semnalul analitic asociat la 256 de puncte nu a
fost completat cu zerouri, TWVDS W(2p.k)

T
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Figura 3. Transformata Wigner-Ville a semnalului temporal:

u=x 4%, x, =sin[2750(+ 2] x, = sin[27100(c + 41

a) Semnalul temporal, b) Transformata Wigner-Ville, ¢) Frecventa instantanee:
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contindnd termeni de acoperire temporald, care se
traduc prin prezenta unor segmente oscilante care
se formeazda 1in jurul crestei principale
informationale.

in figura 4, se prezinti TWVDS (aceeasi
versiune W(2p,k)) aperiodicd a unui alt semnal
real, esantionat In 512 de puncte cu frecventa
Shannon (1000 Hz), in care se observi si termenii
de interactiune intre frecventele pozitive si

negative, care se traduc prin prezenta de "unde" in
jurul frecventei zero.

£ =4 ()= 250+ 200cos(2741)
2 dt

in acest caz, ca si in cazul precedent, legea de
modulare a semnalului nu poate fi determinati de
0 maniera precisd, decét daci se adoptd o operatie
de netezire in planul timp-frecventda, care este
echivalenti cu o filtrare 2D.

x[V] 1 h ‘ ; !
Q.5
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. | ,, LI
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20+
154 {“
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Figura 4. Transformata Wigner-Ville a semnalului temporal

x =sin| 27 250 t+‘l*-sin( 27{4!)]
107

a) Semnalul temporal, b) Transformata Wigner-Ville, ¢) Frecvenja instantanee a
semnalului x .
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De remarcat, totusi, ci toate celelalte trei
versiuni ale TWVDS au acelasi aspect si singurele
lor cresteri sunt limitate in acelasi domeniu timp-
frecventd.  Aceasta implicd  urmatorul fapt
important: fiind dati o imagine timp fracventa,
reprezentind TWVD a unui semnal discret, este
imposibil de spus despre care versiune discretd a
TWYV este vorba. Cu toate acestea, TWVDS au
proprietdti diferite. Dar, in tot cazul, diversele
TWVDS, oricum ar fi, periodice sau aperiodice,
toate traduc corect legea de modulatie a
semnalului si dau rezultate echivalente.

5. Concluzii

S-a propus aici o clasi de TWV discrete
simplificate, in care proprietitile fundamentale au
fost studiate si definite. in acest cadru, distinctia
intre versiunea periodic3 si aperiodica a fost clar
expusd, aratind astfel, pe de o parte, diversele
posibilitdti pentru objinerea unei TWVD si
facilitind pe de alta parte pentru utilizator alegerea
intre conservarea proprietdtilor teoretice (TWVDS
periodice) si  intersul manipularii  practice
(TWVDS aperiodice).

Acest material furnizeazi o interpretare clari a
efectului de discretizare temporala si frecventiali a
semnalului din TWV continuj si permite o mai
buni intelegere a comportamentului TWV discrete
in planul timp-frecventa. Versiunile aperiodice au
avantajul ci evitdi problemele de acoperire
temporala, ceea ce conduce la cresterea interesului
pentru aplicatiile curente.
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