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Rezumat: Una din tehnicile utilizate pentru reducerea erortlor de rotungire Ja filirele digitale recursive o constituie reactia de eroare (RE).

Aceasta corespunde faptulut ¢i evaluarea unui polinom prin metoda Hornor este echivalenta cu un filtru recursiv, de ordinul intdi. RE este o
tehnica utilizatd pentru a reduce erorile de rotunjire, care apar in evaluares unet functii prin aproximare polinomiala.
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1. Introducere

Cand se evalueazd uncle functii, ca cele de tip exponential, se utilizeazd in mod uzual aproximarca
polinomiald. Un polinom este aproximat in mod curent prin metoda Hornor, similar functiondrii unui filtru
recursiv de ordinul intai.

Pe de altd parte, aprecierea erorilor spectrului (ES) prin reactia de eroare (RE) cste o tehnicd importantd, care
poate reduce erorile de rotunjire, provocate de efectele lungimii finite a cuvantului asupra filtrelor digitale
recursive cu virguld fixa.

In consecinfd. se intrevede posibilitatea reducerii erorii prin tehnica RE, cAnd se evalucazd o funciie prin
aproximarea polinomiali, i:icsind aritmetica cu virgula fixi.

In continuare, se arati in partea a 11 a; relatia dintre metoda Hornor st un filtru recursiv, de ordinul intai cu RE.

In partea a 11l a, se prezinta citeva exemple de evaluare a unor functii exponentiale si logaritmice cu RE.

2. Metoda Hornor si filtrul recursiv cu RE

Un polinom. f{x}, de ordinul N, poate fi evaluat prin metoda Hornor. astfel:
fx)=(...((c yxtc N])x+c y—2 x+.. +C) e+, (@)
Ecuatia (1) poate fi evaluata prin algoritm recursiv. astfel:

fl-1}:=0

pentru k=0 la N | {[kh=xsfTk-{jrefi),

[n finalul acestei iteratii, se obtine {{N]. In acest algoritm, daci se considerd ¢i ¢[N-k] este semnalul de
intrare, fik] este semmalui de iesire si x este un coeficient. atunci ¢l reprezintd ecuatia unui filtru recursiv de
ordinul intdi. Adica, iegir: e ordinul N a acestui filtru reprezintd evaluarea unui polinom f(x). de ordinul M.

Se stie ca, dacd se implementeazi un filtru recursiv prin aritmetica cu virguld fixd, pot apare erori, daci
rezultatele multiplicdrilor sunt cuantizate. [1]. {2].

RE reprezintd una din tehnicile utilizate pentru a reduce erorile de cuantizare.
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Figura 1. Filtru recursiv de ordinul intii cu reactic de eroare
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in figura 1, se di schema bloc a wnui filtru recursiv de ordinul intai, cu RE. unde e[n] estc eroarea de
cuantizare g1 3 reprezintd coeficientul reactiei de eroare.

Daci se limiteaza P la partea intreagd. pentru a nu creste numarul de operatii aritmetice. se aratd in [3]ca
cele mai bune valori sunt :

[.0....|x<05
Bes vl Dswxz] (2)
Lo -l<x<-05

In consecinyd. algoritmul pentru evaluarca RE este urmatorul:
-1} =0
e[-1]: =0
pentru k: =0la N
begin
wi=x*[[k-l]+c[N-k}j+P*e]k-1]:
flk]:=Q(w):
elk]:=Fflk]-w;
end

unde Q( )reprezinid o funciie de cuantizare,

3. Exemple pentru evaluarea functiilor cu RE

Se vor prezenta doua exemple de evaluare a functiilor, prin polinoame cu RE:
- exponentiala, 2 x-1 ccu 0 x<1;
- logaritmicd, log. (x+ 1), cu0=x<l;
A.  Aproximari polinomiale

Se presupune ci evaluarea este efectuatd de un procesor de 16 biti cu virgula fixa, ci partea fractionard a
datelor este de 15 biti si cil lungimea rezultatului operatiilor de tipul Ax + B—C din multiplicator este
I6bx 16b+32b—320.

Deoarece partea fractionard a datelor este de 15 bifi. se presupune ¢i miirimea maximi a crorii absolute
tolerate este valoarea cifrei 1 a bitului cel mai putin semnificativ (LSB ), adicd 27" =3,0518-10°

Setul de coeficienti pentru aproximari polimomiale se ob{ine astfel:
1. Se calculeaza setul de coeficienti prin minimizarea aproximérii maxime, utilizand calculul cu virguld mobila

; o - . - . .o . 5 . -5
§1 precizie dubld; maximul erorii amplitudinii poate fi inferior valorii 3,0518-107".

2. Se cuantizeazd setul de coeficienti la 15 bifi. Aceastd cuantizare se efectueaz prin rotunjire sus sau Jjos,
astfel incat si minimizeze eroarea maximi a amplitudinii. cAnd se evalueazii polinoame. utilizdind calculul
cu virguld mobila si precizie dubla.

3. Dacé eroarea maximd a amplitudinii pentru un set de coecficienti cuantizati este mai mare decit
3,0518- 107" . se mareste ordinul polinoamelor de aproximare si se reia punctul 1.

In continuare, sunt prezentate polinoame de aproximare si coeficientii lor; acesti coeficienti sunt dati prin
fractii pentru a putea fi mai precis memorati in procesor.

1. Exponential: 2x—-], 0<x<1
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4
2::—-1 — chxk
k=0

c1=11354/32768

¢, =3959/32768

¢, =847/32768 (3)
¢, =224/32768

2. Logaritmic: log,(x+1), 0 < x <1

6
loga(x+1) = chxk
k=0
¢, =0/32768
¢, = 47268/32768

c, = 23520/32768

2

c, =14959/32768

3

c, =-9062/32768
c, =3965/32768
c, = —842/32768 (4)

Eroarea absolutd maximi a amplitudinii pentru ( 3 ) si (4 ) este 0,609-107" respectiv 0,869-10’5, cand
evaluarea se face prin calcul cu virguld mobila §i precizie dubla.

B. Exemple de evaluare a functiilor

Coeficientul reactiei de eroare este ales —1 sau 0, conform cu ( 2 ). In consecintd, se va utiliza rotunjirea,
pentru cuantizare in figura 1.

in figura 2, se aratd eroarea lui 2xﬁ1 functie de x, fird RE, ( 2a ) si cu RE, ( 2b ). Erorile sunt calculate
pentru 2"° = 8192 valori ale lui. x , distribuite uniform, in intervalul 0 < x <1

Din figura 2, rezultd ci erorile amplitudinii depdsesc valoarea 2™ | crescind o dati cu apropierea Ini X de valoarea 1.

Din figura 2b, reiese ci erorile amplitudinii nu depisesc valoarea 2" si chiar se reduc, cind x =1. Rezulti
eficienta utilizirii RE.

In figura #, este reprezentatd distributia erori lui 2x—1 pentru orice X, care este reprezentat prin cuvinte de
16 biti lungime, adici pentru 2'°=32768 valori uniform distribuite in intervalul 0 < x <1.

Figura 3a, ( fara RE ), arati ci existi cuvinte ale ciror erori in amplitudine sunt mai mari decat i

Figura 3b, ( cu RE ), arati ¢i nu existil cuvinte a ciiror erori in amplitudine si depiseasci 27'°.
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Figura 2. Eroarea functiei 2*": (a) firi RE; (b) cu RE
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Figura 3. Distributia erorii functiei 2*'; (a) fira RE; (b) cu RE

S0y

Tabelul 1
px-1 logy(x+1)
CuRE Firdi RE CuRE Firi RE
Eroarea maximi a amplitudinii( x10~) 2,978 5,655 3.324 6,363
Abaterea relativa a datelor(%) 0,00 1,46 0,05 2,59

Tabelul T cuprinde eroarea maximéi a amplitudinii si abaterea relativi a datelor fat3 de valoarea 27°.

Rezultatele prezentate mai sus aratd ci, atunci cind se evalueazi o functie prin aproximare polinomiali
utilizand aritmetica cu virguli fixa, RE poate fi o buni metods pentru anumite functii de reducere a erorilor care
apar in operatiile aritmetice.

Concluzii
1. Algoritmul de evaluare a unui polinom folosind metoda Hornor este echivalent cu realizarea unui filtru
recursiv de ordinul intéi.

2. Reacfia de eroare, care este una din metodele utilizate pentru reducerea erorilor care apar in operatiile
aritmetice ale filtrelor recursive, poate fi aplicatid cu succes pentru reducerea erorilor de rotunjire, in
evaluarea functiilor prin aproximarea polinomiali.
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