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Rezumat: Un filtru recursiv, de vileza ridicatd, se poate obfine prin transformarea unui filtru original intr-un fiftra de ordin mai mare, wilizand o
tehmica de caleul distribuit, cu predictie. Implementarea avestor filtre. prin cuvinte de lungime finita, poate duce la o anulare incorectd a perechilor
poli-zerouri. In leg#turd cu acest caz se prezintd rezultatele analizei erorilor de rotunjire yi de cuantizare a coeficientilor filtrelor

Searatii ci, pentru a menfine aceeasi croare, la iegirea filtrului distribuit este necesar ca lungimea cuvantului i fie marita la logalog:2Afb (unde M oste
ordina] filtrului distribuit, iar b este ingimea cuvéntului). Pentru M cuprins intre 2 §i 8, lungimea cuvantului cregte cu 1 sau 2 bigi.

Cuvinte cheie: filtre recursive distribuite, filtre predidtive, eroare de rotunjire, eroare de cuantizare. funciie de transfer.

1. Introducere

Obtinerea unor filtre recursive, cu viteza ridicatd. estc un deziderat important. Bucla de reactie a unui filtru
recursiv este elementul care limiteazd frecventa de esantionare.

Una din abordiri constd in utilizarca tehnicilor de predictic. Prin aceasta, se transforma un filtru recursiv
standard. intr-o structurd cu performante supcrioare, dar care s fie echivalentd filtrului original (in ceea ce
priveste relatia intrare-iesire, adica functia de transfer). Rezultd un filtru de ordin superior. care emuleaza filtrul
original prin anularea perechii pol-zero. Pentru ilustrarea acestei tchnici, se considera un filtru recursiv de
ordinul intai:

I
H(z)= P (b

1—az

Bucla acestui filtru are un singur operator de intdrzierc, iar frecventa de esantionare cste limitatd de timpul
necesar operatiilor de inmultire cu o constanti (a) si de adunare.

Frecventa poate fi miritd cu un factor M daci se rescric functia de transfer astfel:

Y — 150 "
H(z)= l=a®z ™ (2)

Acest filtru are A/ bucle cu cite un operator de intarzicre si poate functiona cu o viteza de M/ ori mai marc
decat filtrul (1). Aceastd crestere de vitezi se obiine prin redistribuirea operatorului de imérziere in M etaje de
adunare—multiplicare.

Filtrul (2) calculeazi iesirea x(n). utilizand iegirca trecutd x(n-/) ca in figura I; aceasta reprezintd o predictic.
Rezultd ca un filtru de ordinul imai poate fi emulat de catre un filtru de ordinul A/. Filtrul nerccursiv de ordinul
M-1 poate fi. de asemenca. descompus astiel:

log, A -1 .
[J0+aPz%)
H(z)=—2 _ (3)
l=g¥™

Descompunerea reduce gradul de complexitate de la M la fog:Af (unde A este numarul de bucle distribuite}.

Pentru filtre de ordin superior. se exprimé x(n) in functie de stirile anterioarc distribuite. x(i7), x(n-2A1) . x(n-NM),
unde V este ordinul filtrului original. Filtrul astfcl ob{inut este stabil. dacii si filtrul original este stabil.

La implementarea filtrelor cu virguld fixd. imprecizia anulirii perechii pol-zero duce la erori. Aceste erori pot
fi minimizate prin cresterea lungimii cuvantului. Se impunc o limitd a acestei cresteri pentru ca performanieic
filtrului original si ale celui ecmulat. si fie comparabile.

In partca a doua a articolului, s¢ considerd un filtru recursiv de ordinul intdi. pentru carc s¢ studiazd cfectele
rotunjirii si ale cuantizirii coeficientilor.

in pariea a treia a articolului, se prezinid crorile datoraic rotunjirii §i cuantizdrii cocficientilor. pentru un filtru
distribuit de ordinul doi.
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2. Rotunjirea si cuantizarea la filtrele predictive de ordinul intii

In aceasti parte a articolului, sc studiaz3 erorile de cuantizare si de rotunjire la filtrele predictive de ordinul
intdi i, in consecin{d, cresterea lungimii cuvantului la filtrul distribuit. necesar pentru a mentine aceleasi efecte
ale lungimii finite a cuvantului. ca la filtrul original.

2.1. Erorile de rotunjire ale filtrelor predictive

Se considerd filtrul original, de ordinul intdi, din figura 1. Eroarea de rotunjire la acest filtru este modelata
prin eroarea aditiva e(n). Se presupune ci e(n) este uniform distribuiti si independenta de nivelul semnalului, ca
$i de alte erori. Se presupunc ci e(n) are valoarea medie zero si dispersia 0. Se va utiliza notatia QF, pentru
dispersia erorii $i £, pentru eroare. Eroarea de rotunjire este conform [2] s [3].

1
E. = ,
I

4

Figura 2 prezinta filtrul predictiv pentru A/=2. in aceasti schemi, e;(n) reprezintd eroarea de rotunjire pentru
filtrul FIR (nerecursiv), iar e-(n) - eroarea de rotunjire pratru filtrul TIR (recursiv). Eroarea de rotunjire pentru
intreaga structurd este suma celor doud erori partiale,

s e B
E =B+ By =, (5)

Figura 3a prezintd modelul erorii de rotunjire pentru un filtru predictiv nedescompus, pentru M=4. In acest
filtru, fiecare sursi de eroare are aceecasi functie de transfer. Eroarea totald de rotunjire este data de

M

b = @

unde M este numirul buclelor etajelor distribuiie.

uin) & 5] _..X( n)
efn

Figura 1. Eroarea de rotunjire a unui filtru recursiv de ordiunul intii
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Figura 2. Eroare de rotunjire a unui filtru distribuit predictiv cu doui etaje
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Figura 3. Eroarea de rotunjire a unui filtru distribuit predictiv cu patru etaje: (a) fara descompunere (b)
cu descompunere

Figura 3b prezinti o structurd predictivd descompusi pentru A/=4. Eroarea totald de rotunjire este.

1 2

E'=1—a“+1~as (7
in general, eroarea totald de rotunjire a unui filtru descompus este dati de:
log, M 1 1
Er:; 1_a2f+1+1_a2M’ (8]

Din expresiile de mai sus, rezulti ca croarea de rotunjire:
a) creste cu M pentru filtrele descompuse si nedescompuse;
b) in cazul filtrelor predictive, este intotdeauna mai mare pentru cele nedescompuse:
c) (pentru M dat).
d) este mai mare pentru filtrele cu polii situafi in apropierea cercului unitar.

2.2 Erorile de cuantizare ale coeficientilor

Aceste erori sunt legate direct de cele ale spectrului unui filtru. Asemenea erori pot fi foarte importante,
deoarece cuantizarea coeficientilor pot cauza anulari incorecte ale perechilor poli-zerouri.
Modelarea erorilor de cuantizare se face pentru fiecare caz [2]. [3].

Pentru filtrul recursiv din figura 1, efectul cuantizarii coeficientilor este modelat prin filtrul din figura 4.
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Figura 4. Eroarea de cuantizare a coeficientilor pentru un filtru recursiv de ordinul intai

Notatia a reprezinti coeficientul ideal, iar ( @ +A) reprezinti valoarea reali a cocficientilor, consecintd a
lungimii finite a cuvinului.

Eroarea introdusi de erorile de cuantizare este proporfionald cu puterea medie a semnalului (P), cu dispersia
erorii () si este, deci, de forma POE,

De notat ¢ eroarea totald este suma crorilor rotunjire si cuantizare. Pentru filtrul din figura 4, eroarea de
cuantizare este dati de:

1+a?
E,=—C ©
(1—~ir™)

in figura 5, se prezinti modelarea erorii de cuantizare pentru un filtru predictiv cu M=2.

e 1
> 1+az’ > (—_—1-a22'2)
ufn+1) x(n)
| _fo7?
| AT Q-2

Figura 5. Eroarea de cunatizare a coeficientilor pentru un filtru distribuit predictiv cu doui etaje
Se presupune ci A, si A, sunt erorile coeficientilor a, respectiv a°.
Eroarea de cuantizare este dati de
1 (Q+da’)(1+a*)

q = 4 + 4.3
l1—-a (1-a%)

(10)
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Figura 6. Eroarea de cunatizare a coeficientilor pentru un filtru distribuit predictiv nedescompus cu patru etaje
Figura 6 prezintd modelarea erorii de cuantizare a unui filtra predictiv nedescompus, cu AM=4. Eroarea de
Cuantizare pentru acest filtru este:
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Pentru acelasi filtru, descompus, figura 7, eroarea de cuantizare esie:

1+a-7"

u(n+3)

-

=1

i

a l—ag+('i 2 842
—a 1-a’)

1«1-&12-1"2

A§2

v

Ag 74

-

(11)

x{n)

Figura 7. Eroarea de cunatizare a cocficientilor pentru un filtru distribuit predictiv descompus cu patru etaje

Tabelul 1. Erorile filtrelor distribuite de ordinul intai

Pozitia Descompus Nedescompus
polilor Rotunjire Cuantizare Total Rotunjire | Cuantizare Total
r—0 log:2M log2M 2log,2M M M 2M
Ro1-¢ 1/2¢ /4M2E’ 1/aM? g2 | /2 1/aM’e” | 1/apme’
: 1 l+a® 1+a*
l“ﬂ - 4 o 8 + 2 82 (2
l1-a* 1-d* (-a’)1-a’)
Expresiile crorilor de cuantizare, prezentate pand aici. pol fi generalizate pentru M=4.
Astfel, pentru filtre nedescompuse:
log~ M +1 .
[Ta+a*)
B ottt = (13)
T ™M U_GJ_M )3 ’
si pentru filtre descompuse:
i-1 log, M +1
2k i
| lﬂgzMn(lJra ) n(]+a )
B = + k=1 _ = (14)
q 1 _*a4 ; ] _C',ZH-I (1 _£12;\4 )3

Eroarea de cuantizare este monotond in A

Pentru poli apropiati de origine (adici
(deoarcce numarul sectiunilor FIR creste cu
descompusc. In acest caz. cuantizarea in scheme

Pentru poli apropiati de cercul unitar, eroarea de cuanti
pentru filtrele descompuse §i nedescompuse. In acest caz. pre

din sectiunea FIR fiind neglijabile.

2.3. Discutie

Tabelul 1 prezinta erorile de rotunjire, cuantizare i totale pentru poli
unitar (adic, atunci cind polii sunt situati la distanta (1-¢). unde € este un nu

40

filtre apropiate de tipul FIR). croarca de cuantizare creste cu AL
M) si este mai mare pentru filtrele nedescompusc. fala de cele
le FIR si IR contribuic la croarea de cuantizare totald.

sare scade o dati cu cresterea lui A/ si este acecasi
domina crorile de cuantizare in sectiunca IIR. cele

situati in apropierca originii si a cerculu
mér mic, care tinde catre 7€r0).
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Rezultatele din tabelul 1 sunt obinute luind limite corespunzitoare expresiilor erorii in (6).(8), (13) si (14).
Pentru poli apropiati de cercul unitar. erorile datorate lungimii finite a cuvintelor se imbuniitijesc cu cresterea lui
M. Accasta se poate aprecia intuitiv, deoarece, daca locatia a este apropiatd de 1. puterile mari ale i a sunt mult
mai mici decdt 1 si coeficientii respectivi vor avea proprietifi de cuantizarc mai bune.

Pentru poli apropmn de origind, efectele cuantiziirii sunt mai proaste. deoarece puterile mai mari ale lui a
sunt mult mai mici, i nu pot fi inscrise in acelasi numir de registre ca cel necesar pentru a. in consecin{d, este
necesara cresterea lungimii cuvantului in sistemul emulat.

Pentru eroarea totald, conform tabelului 1, in cazul cel mai defavorabil. pentru filtre IIR distribuite. de tip
nedescompus sunt necesare cuvinte de lungime log,logs2M si log,Af pentru cele de tip descompus.

in practici. filtrele nedescompuse nu se utilizeazi datoritd cresterii liniare a complexitiifii structurii.

Cresterca lungimii finite a cuvintului. pentru filtrele descompuse. este foarte mica. in concluzie, filtrele
predictive descompuse functioncazi cu cuvinte de lungime finit acceptabili.

3. Erorile de rotunjire si de cuantizare ale filtrelor distribuite de ordinul doi

Expresiile erorilor pentru un filtru distribuit de ordinul doi se poate deduce, in mod asemindtor, ca in cazul
unui filtru de ordinul intdi. Rezultatele acestui demers sunt prezentate in tabelul 2.

Tabelul 2. Erorile filtrelor distribuite de ordinul doi

Pozitia Descompus Nedescompus
polilor Rotunjire | Cuantizare Total Rotunjire | Cuantizare Total
r—0 2log2M 2log2M 4og.2M 2M 2M 4A1
-8 M6 | SieMtET | Sf1eMteT | 1/2M2E} | S/ieMteT | sfieM e’
28M°¢°

Cazul cel mai defavorabil corespunde unui filtru de ordinul doi. cu poli complecsi conjugati. in care unghiul

B este zero, iar modulul aproape de zcro, adicd, polii complecsi conjugati se reduc la o pereche de poli reali.
dproplau de origine. in acest caz. filtrul s poate aproxima cu unul de tip FIR. unde atit eroarea de rotunjire. cit
si cea de cuantizare contribuic la eroarea totald.

Pentru poli apropiati de 1. numai croarea de cuantizare pentru sectiunca IR contribuie la eroarea totala.

Din tabelul 2. rezultd cii acele concluzii stabilite pentru expresia erorii totale, in cazul unui filtru de ordinul
intdi. pot fi extinse i pentru un filtru de ordinul doi sau mai mare.

Erorile datorate lungimii finite a cuvintelor se reduc o dati cu cregterea lui A/ pentru polii apropiati de cercul unitar,

Cazul cel mai defavorabil corespunde situatici cind tofi polii sunt reali si apropiati de origine; cresterca
lungimii cuvantului (pentru accleasi erori ca la filtrul original) este /og.M pentru filtre nedescompuse §i
logalog-2M pentru filtre descompuse.
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