APLICATIE A METODEI PUNCTULUI INTERIOR LA PROBLEMELE
DE REGLARE CU PREDICTIE
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Rezumat: Algoritmul MRPI, prezentat in articol, este o generalizare a metodei punctului interior, care determind solutia unei probleme de
programare pitratici. In modelele de reglare cu predictie, cu criteriu de performanti pitratic, se rezolvd, in mod repetat, probleme care se
reduc la probleme de programare pitratici. Articolul urmareste modul in care o problemd de reglare cu predicfie cu criteriu de performanti
pétratic poate fi adusi la o problema de programare pitratic, a cérei solutie si fie obfinutd cu un algoritm de tip MRPL.

Cuvinte cheie: :reglare cu predicfie, punct interior, programare pitratica.
1. Algoritmul MRPI

Fie o matrice pitraticd, semipozitiv definiti, M € R™" si un vector ¢ € R”. Se considera urmitoarea
problemi, pe care o vom numi metoda realizabild a punctului interior (MRPI):

sd se determine vectorii z, X si s astfel incit

M, M, Z+ 78 0

- ) (D
M, M, |x q, s

x20,520, x"s=0. 2)

Matricile M, si M, sunt submatrici pitratice ale matricei M de dimensiuni 7, , respectiv #,, iar
vectorul ¢ este partifionat corespunzitor. Conditia (1) se numeste conditia de realizabilitate, iar xTs5=0 g
numeste conditia de complementaritate.

Metoda realizabild a punctului interior porneste cu un punct initial (zo ; x’ : 5 ), unde ¥ o 0, s° >0,
dar posibil nerealizabil (nu verificA (1)). Toate iterafiile (zk i Sk) vor pdstra proprietatea

x> 0, s* > 0, dar intervalul de complementaritate definit de:

kT _k
u,=(x")"s"In, (3
si nerealizabilitatea vor fi reduse treptat la zero cind k —» oo . Fiecare iteratie a algoritmului MRPI este o
iteratie modificata a algoritmului Newton pentru sistemul de ecuatii definit de conditiile de realizabilitate (1) si
de conditiile de complementaritate x5, =0,7=12,...,n,.

Daca definim:

Mz +M, x+g¢,
Fiz,x,8)=|M,z+M,x-5+gq, |,
XSe

unde X = diag(x,,xz,...,xnz), § = diag(s,, SyseeesSn ), €= (L], ...,)7, sistemul (1) poate fi scris sub
forma:

(e, x.5)=10, C))

1ar algoritmul MRPI are urmadtoarea structura.
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Algoritm MRPI
Valoare initialia: (z°,x°,5°), cu % 50,5" 4.
for £=0,1.2,...
- pentruun o, ales in intervatul (0,1) se rezolvi sistemul liniar:

Mn M12 0 Az —"1k
M, My -1 Ax|= ‘“rzk > (3)
0 S X*|As| |-X'Sfe+o,me

unde:
K _ k k
r’=M,z +M,x" +q,
rf =M, z* +Myx* -5 +q,,

e=(1..10)",

si se obfine : (Azk,Axk,ASk)_
- se calculeaza:
(Z’Hl,xkﬂ,skﬂ):(Zk,xk,Sk)+ak(Azk,Axk,ASk), (6)

unde @, € (0,1] este ales astfel incat (x*',s*")>0.
repeat

Iteratia (5) diferd de o iteratie Newton purd, pentru sistemul (4), numai prin termenul o, 4, e din membrul
drept. Acest termen are un rol stabilizator, asigurdnd ci algoritmul converge citre solutia sistemului (1)-(2).
Apar in algoritm doi parametri, 0, si &, , care se aleg la ficcare iterafie. o, se alege in intervalul [0,0.8],

unde o =107 . Parametrul @, se alege astfel incét sd fie satisfacute urmatoarele conditii:

a). expresiile ”r]k “f W ||r2k “/ L1, trebuie si descreascd monoton cu & .
b). Xx,8,,i=12,...,n, trebuie si rimand apropiate de zero.
c). M, sidescreasci suficient la fiecare iterafie.
Daci 0, si @, satisfac aceste condifii, atunci convergenta algoritmului este asigurati [5].
fn implementirile practice @, se alege mai simplu dupi criterii euristice. Mai intdi se alege a;™ ca
valoare maxima a mulfimii:
fre O11] (24, x*,s*) + oAz, Ax*, As) > O ™
apoi se alege
a, =min(1,0.995* @, ). (8)

Operatia majord, care trebuie executatd la fiecare pas al algoritmului MRPI, este rezolvarea sistemului liniar
(5). Matricea acestui sistem are diferite structuri, date de prezenta blocurilor zero §i componentelor diagonale
k 5 k2 A . . x . . i & 5
1,8% si X*. In plus, in cele mai multe cazuri practice, matricea sistemului este rard, ceea ce impune o
factorizare bandi prealabild a matricei sistemului.
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Sistemul (5) poate fi adus la o formi mai compacta, prin eliminarea componentei As . Deoarece clemente ale

lui X* sunt pozitive, se poate rearanja ultima linie din (5) obtindndu-se:
As=(X*)' (~X*S*e + o, e - S* Ak ) = —§* +(X*) (o, pe— S*Ax*).

Inlocuind in primele dou linii din (5) se obtine sistemul:
M, M, Az B - 7‘1}{ )
a My + (XIS | A | —rf =5, +o,u, (X*) e

2. Aplicatii ale algoritmului MRPI
Problemele de programare liniari i problemele de programare patratica convexa pot fi exprimate in forma (1),

(2) §i rezolvate cu algoritmul MRPIL, De asemenea, in modelele de reglare cu predictie cu criteriu de performanta
pétratic, se rezolvd, in mod repetat, probleme care pot fi reduse la probleme de programare patratica.

2.1 Problema de reglare cu predictie

Modelul general de reglare cu predictie este un program convex infinit dimensional:

mjnJ(u,x):%Z(foxk+u,fRuk+Au,fSAuk), (10)
u.x =0

Xy =X, X, =Ax, +Bu, (11a)
Du,<d, GAu,<g, Hx, <h, (11b)

unde x, € R", u, e R" §i Au, =u, — U, , . Vectorul X, reprezinti estimarea curentd a stirii x la momentul

de timp j (evolutia predictivi), x, este mirimea de iesire la momentul £, iar u, reprezinti intrarea (comianda) la
acelagi moment £. Presupunem ci matricea O este simetricd si semipozitiv definitd, iar matricile R si S sunt
simetrice §i pozitiv definite.

Teorema ([8]) Daci existd un punct care satisface restrictiile (11), atunci problema de reglare cu predictie pe
orizont infinit este stabila daci (A,B) este stabilizabila si (4, 0" 2) este detectabili.

fnlocuind pe Au, cuu, — U, , si folosind substitutiile:
. 2 x, | A 0 B
X, 4= , X, « , A<« , B« |
uj_l uHJ 0 7 I
0 0 0 ]
Q0 « , M« , R«R+S,
0 0 -]

ool oofs 2} oeff oo

relatiile (10) - (11) devin

: g
mmJ(u,x):EZ(foxk+uf:Ruk+2x,fMuk), (12)
o k=0
Xy =X;, X, =Ax, +Bu, (13a)
Du,-Gx, <d, Hx,<h, (13b)
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In continuare, vom arita ¢i problema infinit dimensionald (12) poate fi inlocuitd cu o problems echivalenta finit
dimensionali (pas necesar pentru calculul practic al solutiei), iar restrictiile /x, < /1, care sunt restrictii stricte,
pot fi inlocuite prin adiugarea unor termeni la criteriul de performanii, care s penalizeze violarea acestor conditii.

2.1.1 Principiul orizontului indepirtat in problema de reglare cu predictie

Pasul important in reducerea problemei (12)-(13) la o problema finit dimensionald este utilizarea unei legi
feedback pentru determinarea comenzii %, dupa un anumit orizont de timp:

u, =Kkx,, (Vk=N. (14)

Cu aceste restrictii, stirile x,, k> N si intrarile #,,k > N sunt complet determinate de xy, starea la
sfarsitul orizontului de predictie.

Doui metode pot fi utilizate pentru determinarea legii (14). Prima dati de Muske si Rawlings [3], face k=0 in
relatia (14). Rezulti

1 < 1 <
LS (e Ox, +u! Ru, +2xIMu,)= =3 x] Ox, . (1)
2 2w
) - o L 7o 7 : U _
Daci A este stabili, suma este egald cu —x,, O x,, unde O este solutia ecuatiei matriceale Liapunov:
2

0-4"04=0. (16)

Daci A nu este stabild, suma (15) poate fi infinitd si se impune o restrictie stabilizatoare. Descompunerea
Schur a matricii A poate fi folositd pentru a partifiona matricea 4 intr-un subspatiu stabil si unul instabil. Daca
aceasta descompunere Schur este de forma:

T, T,][UT
A=UTUT =[U. U " * U; :
O T'Z'Z Uu

unde valorile proprii ale lui T}, aparfin cercului unitate, in timp ce valorile proprii ale lui 7>, se gasesc pe cercul
unitate sau in afara lui, atunci coloanele ortogonale ale lui U genereazi subspatiul stabil U, respectiv subspatiul
instabil U, al lui 4 [4]. Se adaugi restrictia finala:

Fx,, =0,unde F =U, , (17)

pentru a se asigura ca modul instabil nu va apare la momentul N (deoarece u, = 0, pentru (V)/( = N modul

instabil va rimédne zero pentru toate etapele k > N ). Evolutia modului instabil pe orizont infinit poate fi
O wa 2y T A .

determinati prin rezolvarea ecuaiei Liapunov O — 4, -0 -4, =0,

1 =
unde 4, =U,-T;, - U, siinlocuind suma infinita cu "y e O - X

in a doua metodd pentru determinarea legii feedback u, = Kx, [1], [6] intrarea dupd momentul de

esantionare N este parametrizatd cu sporul (cistigul) liniar patratic K obfinut din rezolvarea ecuatiei de stare
Riccati. Aceastii matrice impreuni cu legea feedback (14) este solufia problemei fara restrictii, adicd problema in
care restrictiile (13b) nu apar. Utilizind (14), suma (12) poate fi scrisd ca:

k=N

%i(x};ka + 14, Ru + QXJZMU,C): %i(foxk +x] K"RKx, + 2x,(Mka).
k=N

1

Suma infinita poate fi inlocuitd cu un singur termen 5 ~ xf\", -0 - x,, ,unde Q este solutia ecuatiei discrete Riccati:
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rrevee" —_— — — ] —

0=0+A404-(£0B+M)R+B0B) (B'0A+M"). (18)
in ambele metode, legea feedback (14) poate fi aplicatd numai daci restrictiile (13) sunt satisficute la toate

momentele de timp k&, inclusiv & > N . Deci, legea (14) devine validi numai dupa determinarea unei stiri X

astfel incét solutia generatd de (14) si (13a) la momentele k£ > N si satisfaci si relatia (13b) pentru k > N .
Pentru aceasta, definim multimea } a stdrilor care satisface aceastd proprietate astfel:

2= WH(4-BK)x<h (DK -G)(4-BK)x<d, (v} 2 0},
unde K este solufia optima a problemei liniare fara restrictii obtinuta din ecuatia:
K =—(R+B'OB)'(B'O4+M"). (19)

Daci se alege N astfel incit Xx,, € ¥ , atunci urmétoarea problemi finit dimensionali este echivalentd cu
problema (12), (13):

N- o

min J(u, x) = %Z(xf:ka +uj Ru, + foMuk)+ %x;QxN (20)
M k=0

Xo=X;, X.,=Ax,+Bu, k=012,..., (21a)

u,=Kx,, k>N, (21b)

Du, -Gx,<d, Hx,<h, k=0l12..N-1, (21c)

unde Q- este solufia ecuatiei Riccati (18).

Multimea } este dificil de caracterizat explicit, deoarece ea este definitd de un numir infinit de conditii.
Daca componentele vectorilor / si 4 sunt strict pozitivi si modelul fard restrictii este stabil, se poate arita ci
0 € ¥ [8]. In aceste ipoteze, existi un indice N, astfel incit

x, ¢y, k<N, x, €y, kzN_. (22)

Deoarece /N este dificil de determinat in practici, se poate rezolva problema (20), (21) pentru o valoare

fixd a Iui N §i apoi se determina stirile si intrarile care la momentul £ > N continua si satisfaca restrictiile.
Daca nu, se creste V si se repetd procesul. Exista o serie de metode [1], [4], [7] care garanteazi ca restrictiile sunt
satisficute pe un orizont finit, dupi un numir finit de momente k£ > N . in prezenta restrictiilor (11b), se poate
intdmpla ca regulatorul sa nu stabilizeze toate starile posibile, chiar daca ipoteza de stabilitate este satisficuta,
Cind stabilizarea nu este posibili problema (12), (13), este o problema care nu are solutie, restrictiile problemei
nefiind satisfacute.

In formularea [5), aplicarea restrictiilor finale (17) conduc, adesea, la o problemi fari solutie. Posibilitatea de
obtinere a solutiei constd in cresterca lungimii orizontului N, dar cind starea initiald nu este stabilizabila,
mulfimea solufiilor poate continua s fie vidd pentru orice N. Existenfa unui NV care si conduci la o solutie poate
fi determinat prin rezolvarea urmitorului program liniar [5]:

min e’ r -
., =i, ¥ B, k=012 W= il

D —~CGx,sd, Hegh £=012:.08-1
F—Fr, 20, r+Fx,>0,
unde e = (11,...,1)".

O solufie pozitivd a acestui program liniar aratd ci o solutie nu existi si lungimea orizontului V trebuie
crescuti. Dacd o solutic nu este determinata pAni la o anumita limitd superioara a lui V, atunci starea curenta nu
poate fi stabilizati pentru regulatorul specificat.
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2.1.2 Realizabilitate si restrictii “soft” in modelul de reglare cu predictie

fn modelul de reglare cu predictie, unele restrictii sunt impuse de limitari fizice, iar altele sunt mai putin
importante §i pot reprezenta limitele intre care si functioneze o instalatic tehnici. In anumite situatii ale
modelelor de reglare cu predictie, nici o multime a comenzilor si starilor nu poate satisface toate aceste restrictii.
Atunci, in loc si avem un algoritm care sd declare nerealizabilitatea problemei, se preferd o solutie care sa
satisfaci anumite restrictii stricte (numite restrictii “hard™), in timp ce alte restricii (numite restricii “soft”) sunt
inlocuite cu termeni din criteriul de performant3, care sa penalizeze violarea acestor restrictii.

Presupunind, de exemplu, ci toate restrictiile Hx, < h din (21c) sunt restrictii “soft”, se obtine urmatoarea

modificare a criteriului de performanta:

. (= |
min J(u, x,€) = EZ(foxk +ul Ru, +2x Mu, + siZe,,)+ z'g, +ExLQxN, (25)
G k=0

unde restrictiile de violare &, , care inlocuiesc restrictiile “soft” Hx, < h, sunt definite de

Hx,—¢,£h, £ 20. (26)
Problema modificati are avantajul de a furniza o solutie, atunci cdnd problema originald (20), (21) nu face
acest lucru.

Atunci, problema generald a modelului de reglare cu predictic cu orizont finit, restrictii finale §i restrictii
“soft” are urmétoarea forma:

min J(u,x, &)= —;—i(foxk +ul Ru, +2x{Mu, +¢&, Zg,()+ z g, + %x{,@,x,\, : @27)
% =%, (fixat), (28a)
x,,, =Ax, +Bu,, k= 01...N-1, (28b)
Du,-Gx, <d, k=0L...N-], (28¢)
Hi, ~ 62 h, E=12,..,N, (28d)
g, 20, iz 1,2, eV, (28¢)
Fx,, =Q. (281)

2.2 Reducerea problemei de reglare cu predictie la o problemi de programare patratica

Se considerd urmitoarea problemi de reglare cu predictie cu criteriu de performanta pitratic, in care
comanda este obtinutii rezolvind in mod repetat (la etape succesive), o problema de tipul:

=g | 1 .~

. 7 T T T 1 7 -

I}}E}Z;E(ijxj +u1Ru;‘)+q X, +riu; + szQxN T4xXy

x}._*_]:ij"l‘Buj, j:O,...,N—l, (29)
x, fixat,

Gu, +Jx; <g, Jira Bl Ly

unde O si R sunt matrici semipozitiv definite, # ; € R xeR.ge R™

Daci se fac substitutiile:
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"R -
Q G J
K G J
0« , G« .
Q r o
R
i Q)
B -1 ]
A B -1
H « ,
A B -1 )
oy % . = =
% q g - Ax,
u, r g 0
zZ« , c|.) g¢«|. |, he :
Uy, r g | 0
L ¥~ 9]
problema (29) se reduce la urmatoarea problemd de programare patratica:
1
min —z' 0z +c¢’ z,
z 2
Hz=h, (30)
Gz<g,
unde () este o matrice simetricd semipozitiv definiti.
Conditiile de optimalitate Karush-Kuhn-Tucker (KKT) pentru problema (30) sunt:
Qz+ H'E+G'A =—c,
Iy =iy,
Gz+t=g, 31)
FA=0,
t>0,A=20.

Urmitoarele substitutii aduc acest sistem la o forma de tipul relatiei (1) din algoritmul MRPI:

0 HT G’
M”:ii*H 0 aMu: 0 :Mm:[_G OlM'zz:Oa

¢ z
qlzhsq}!:gnzzg,x:/’{,s:t.
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3. Studiu de caz. Ciclul termic

in anumite aplicatii industriale, se doreste coacerea substratului unui material si apoi cilirea acestui substrat.

Coacerea implici incilzirea substratului la o temperatura specificati §i pastrarea acestei temperaturi o anumita
perioada de timp.

Cilirea substratului se referi la procesul de ricire si de pastrare a substratului la noua temperatura de ricire.
Aceasti combinatie coacere /cilire se numeste ciclu termic i este utilizat, de exemplu, in microlitografie sau in
realizarea semiconductorilor.

Conceptul de transfer de cildura la/de la substratul de material este prezentat in figura 1.

Substrat —>

Gol de aer —
Flaca subtire —

Aparate
termoelectnce

Schimbator
de caldura

Curaere
fluid

Figura 1.

Ciclul termic contine un fluid §i un schimbitor de céldurd, care furnizeazi mirimea incalzirii/racirii. O placa
termici subtire conduce cildura la/de la substratul de material. Intre placi si fluid, este plasat un set de aparate
termoelectrice, care intretin controlul temperaturii plicii, deci, si a substratului de material. Placa termici este o
placi de arama de grosime 1/16 inch pe care se sprijind, prin intermediul unor pini, substratul de material de
grosime 0.25 inch, realizindu-se, astfel, un gol de aer. Placa de arami este un patrat de 8 inch, iar substratul de
material este un pitrat de 6 inch. Aparatele termoelectrice incilzesc fluidul la temperatura apropriata de cea dorita
pentru substratul de material. Ele sunt legate in serie i puterea curentului lor electric reprezinti comanda de intrare
u. Temperatura mésurati a substratului de material reprezinti iesirea y. Deci, instalatia este un sistem SISO.

Descrierea modelului

Functia de transfer al modelului este datd de ([2]):

0.0011
H(s)=— 3 > :
s* +0.3466s> +0.1155s* +0.0083s +0.0001

cu polii: -0.0158, -0.0718 §i -0.1295 + 0.2736i.

Pentru functia de transfer H(s) rezultd urmitoarea realizare standard:

0 1 0 0 0 0.0011
0 0 1 0 0 0
A = s b = , €= 5
0 0 0 1 0 0
—~0.0001 —0.0083 -0.1155 -0.3466 1 0

corespunzitoare sistemului:
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x = Ax +bu

Y=l X

cu criteriul de performanta
|

J=—u*
2

care reprezinti efortul regulatorului.

Pentru determinarea modelului discret se calculeazi matricile @ si I" cu perioada de esantionare T=2s.

1 0 0 0 0 1 0 0
i 0 0 0 0 0 1 0
QO=e" =[+AT = +2 !
0 061 0 0 0 0 1
0 0 0 1 —0.0001 -0.0083 -0.1155 -0.3466
1 2 0 0
0 1 2 0
b= A
0 0 1 2
—0.0002 -0.0166 -0.1310 0.3068
p 2p 0 0
/ F 0 2 0 0
I=[e*bdp=| = ¥ dp
. . 0 0 p 2p 0
|—0.0002p -0.0166p -0.1310p 0.3068p || 1
0 0
“ 0 0
:j dp =
A 2p 4
1 03068p 0.6136
Cu @ si I' determinati, modelul discret al problemei devine:
1 2 0 0 0
(k+1) - CY 0
x(ik+1)= X + U
0 1 2 ’
—-0.0002 -0.0166 —-0.1310 0.3068 0.6136

y(k)=[0.0011 0 0 0]x(k),

cu criteriul de performanta :

1N-—1

J:-z—;u (k).

Asupra comenzii se impun restrictiile:

N-1
ﬁzw(k)go.om'.
k=0

72
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Deoarece matricea de controlabilitate (I  ®T') este nesingulard, se poate trece la exprimarea problemei

echivalente de programare pitratica. Se definesc matricile si vectorii:

77”0 ] _yo | _‘q)xo— 0]
X Ny 0 0
u, W 0 0
5 = , = x|, A= : , b=,
By 0
Uy Yya
L X~ | | Xn-1 ] . 0 ] | V]
r -1 I -¢
& I —f I -c
H, = . . ’
o I I I —&
= 2’1, B R
z, | 0 H, h,
B 5
0
i Q .
0 = 0 , 0= ;
I
e 0_
1 ] [0.007% N |
0 0.007* N
I & g 0.007* N
G= 0 ; Q= { " 0}, g= I
0.007* N
I 0.007* N
i 0] LO.OO7 N |
Cu aceste substitutii, problema discreti este echivalentd cu urmatoarea problema de programare patratica:
min 1 "0z
: 2
Hz =h
Lz £¢ .
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Conditiile de optimalitate Karush-Kuhn-Tucker (KKT) pentru aceasta problemi sunt:

Oz+H'C+G'A=0,
Hz=h,

Gz+t=g,

=0, 420, #i1=0,

iar urméitoarele substitutii:
0 H'
—-H Q

0 2 1 0
qlsha qug,ZEél,XE ,SE t:

aduc sistemul conditiilor KKT la un sistem de forma

e e

x20,s20 x's=0,

GT
Mue—[ }, Mm“[o} Mm(—[—G O], M, <0,

definit in algoritmul MRPIL.

Solutia obtinuti, dupa céteva iteratii, (prin aplicarea algoritmului BPMPD [9], de tip MRPI) pentru marimile
de iesire este prezentatd in figura 2. Se constatd cid, dupa 5 iteratii, valoarea marimii de iesire se apropie de
valoarea doriti.

4. Concluzii

Problemele de reglare cu predictic pot fi rezolvate cu algoritmi in care elementul principal il constituie
rezolvarea unui sistem liniar, de reguli, de dimensiuni mari §i cu matricea sistemului rara. In lucrare, s-a utilizat
un algoritm secvential (BPMPD), dar rezolvarea sistemelor de dimensiuni mari §i cu matricea sistemului rard se
preteazd foarte bine la aplicarea unor metode iterative paralele, de exemplu, metoda gradientului conjugat,
metoda SOR, metoda multigrid etc.

lteratia 4

timp(sec]
Figura 2.
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