DETERMINAREA VALORII UNEI OPTIUNI DE TIP EUROPEAN

Lect. Sorin MANOLE
Universitatea ., Constantin Brancoveanu™ Pitegli

Rezumat: Articolul este destinat modelului Black-Scholes, utilizat pentru determinarea valorii unei optiuni. fn prima parte, se definesc
procesele stocastice §i miscdrile browniene, se formuleaza ipotezele de lucru si se dd ecuafia stocastic definind evolufia unui activ financiar.
n continuare, se prezintd lema lui It6, care, aplicatd functiei ce exprimid valoarea activului suport, permite obtinerea ecuafiei cu derivate
partiale Black-Scholes, dupd eliminarea caracterului aleator. La ipotezele formulate, se adaugi altele si apoi se obfin conditiile la limitd §i
conditiile finale, care intregesc problema de determinare a valorii unei optiuni. Pentru programele obtinute, se enunfd teoreme care exprima
valoarea optiunii in functie de preful activului suport.
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1. Introducere

in problematica economici modernd optiunile financiare ocupd un loc aparte.

O optiune confera detinatorului dreptul de a tranzactiona o cantitate oarecare dintr-un activ, la o datd viitoare,
la un pret prestabilit, dar inldtura obligatia. Vanzitorul unei optiuni este obligat si tranzactioneze o cantitate de
active, in conditiile previizute in contract, chiar daca evolutia activului nu fi este favorabild.

O optiune de tip call este o opfiune de cumparare, iar o optiune de tip put este o opfiune de vanzare.

Dupa durata de valabilitate a optiunii, exista doud tipuri de optiuni: de tip european — daci exercitarca poate
fi realizata doar la scadenta (la exercitiu) si de tip american — daca exercitarea poate fi realizatd la orice moment
de timp, anterior momentului scadentei.

in continuare, vom desemna prin  momentul curent de timp, prin 7 termenul de scadena, prin £ pretul de
exercitiu (preful la care se face tranzactia), prin S(f) (sau S) preful activului suport §i prin C(S,1), P(S0) (san cP)
pretul unei optiuni call, respectiv put.

2. Caracterul aleator al evolutiei activelor financiare

2.1. Ipoteze de lucru. Formalizare matematici

Consideram ci nu cunoastem si nu putem prevedea nivelurile viitoare ale preturilor activelor financiare,
utilizand valorile acestora din trecut. Vom presupune, insa, cd anumite caracteristici ale procesului de evolutie a
valorii activelor financiare, caracteristici ce pot fi determinate pe baza seriilor de timp cu privire la aceste valori,
caracterizeazi si evolutia viitoare (ca de excmplu media, dispersia §i natura distributiei variabilei aleatoare
..pretul titlului financiar”). O alta conditie care va fi impusa este aceea ca pietele financiare rdspund instantaneu
1a orice informatie noud, cu privire la preful unui activ financiar.

Considerim un spatiu de probabilitate (Q F,P), unde 2 reprezinti multimea informatiilor economice
necesare, iar F este corpul borelian al familiel evenimentelor cirora li se pot asocia probabilititi (asupra cirora
poate actiona functia P). Pe (.Q F ) se defineste o bazi stocasticd (FI) o (0 familie strict crescitoare de

corpuri boreliene), care reprezintd descrierea matematici a tuturor informatiilor de care observatorul procesului
economic dispune la fiecare moment de timp .

Un proces stocastic este o aplicatie X (t ' a)) : [0,+OO) % £ — R cu proprictatea ci X (z‘, ) - —R este
masurabili pentru orice € [0,+OO). Procesele stocastice descriu evolutia cronologici a fenomenelor aleatoare.
Procesul stocastic X este adaptat filtratie (F:) ,»o dacd pentru orice f, variabila aleatoare X (l‘) este

misurabild in raport cu corpul borelian F, . Pentru un proces adaptat este realizabild o descriere probabilistica.
Miscarea browniand este un proces stocastic continuu X [O, T'] % £ —> R, care satisface urmétoarele condifii:

1. X(O) = . adicd perturbatia nu actioneazd aleator la momentul initial;

.. o g o< < . : .
2. este un proces cu cresteri independente. adica daci ! n _atunci cresterile X (t1), X(12) - X(t1) ...,
X(tn) — X(tm-1) sunt variabile aleatoare independente. Acest lucru se traduce prin faptul ¢ fluctuatitle
anterioare nu influenteaza eventualele fluctuatii viitoare;
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3. daci S =7 _atunci variabila aleatoare X([) B X(‘S) are o repartitie normala, de medie 0 st dispersie I=s

x(0)-x()eNor=s),

Asa cum se poate vedea imediat, variabila aleatoare X' (t ) are o repartitie normald gi X’ (f) eN (O, \/? )

(adica

pentru orice f € [O, T].

2.2. Evolutia valorii unui activ financiar

In conditiile precizate mai sus, evolutia prefului unui activ financiar are caracteristicile unui proces Markov
(valoarea pretului in viitor este independenti de valoarea din trecut, de indatd ce valoarea prezentatd este cunoscutd).

Evolutia pretului activului suport .§ (Sau S (t )) este datd de urmitoarea ecuatie diferentiala stocastica:

dS=puSdt+ocS5dX (1)
unde:
1 - reprezinta ritmul mediu de crestere a valorii activului financiar;
o - se numeste volatilitate si reprezinti abaterea standard a valorii activului financiar;
X - este o miscare browniani, de unde rezulti ci dX este o variabild aleatoare ce urmeaza o lege de repartitie
normali de medie 0 si dispersie cff (dX elN (O, \/E ))

Cu ajutorul relatiei (1), se poate simula evolutia prefului activului financiar, caz in care dX wva fi o selectie
aleatoare dintr-o distributic normala, de probabilitate cu caracteristicile de mat sus.

Definim filtratia (Fr)czo ca fiind filtratia generata de procesul miscérii browniene (X (t ))0SrsT , adica
F = B{X (s)/ 0<s<t } La momentul inifial cursul S(O) = §, este direct observabil, deci determinist,
nu aleator.

Considerand ¢i £ si O sunt constante, se poate ardta ci ecuatia stocastica (1) admite ca solutie unica

procesul stocastic (S (t))og .r dat de relatia:

(ﬂ—%z}ﬂz’f’(-’)

S(t)=S,e*

motiv pentru care spunem ci S este distribuitd log-normal.

(2)

3. Lema lui It6. Eliminarea caracterului aleator

Lema lui Itd reprezintd rezultatul central al calculului stocastic.

Lema lui Ito
Fie:

[

it
(a(f))m, un proces adaptat si masurabil, astfel incit P {a) / Ia2 (S) ds < a)} =1,Vt=0,
0

t
(5(¢)),., un proces adaptat si misurabil, astfel incit P | { @/ ﬂb (s) l ds<ay =1Vt 20,
0

2.
3. X omiscare brownian;
4 f (t , x) ‘R, x R —> R o functie continui, ce admite derivate partiale de ordinul unu in 7 si de ordinul unu §i doi in x.

toate continue ( f € C "% (RxR)).

Daca un proces (Y (r ))QU satisface ecuatia

dY =bdt +adX (3)
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atunci pentru f (I .Y avem:

0 %) 1. ;@ 0

df = I J: dr+adax )
3, oY 2 oF° oY

Aceasti relatie face legitura intre o modificare mici, survenitd in nivelul variabilei aleatoare (dX ) si

modificarea corespunzitoare a functiei ce depinde de nivelul variabilei aleatoare (df) :

Se observi ci, in procesele aleatoare de evolutie a variabilelor ¥ si f (t ¥ ) caracterul aleator este indus de
aceeasi variabild aleatoare, anume dX . Ne propunem si construim o variabild aleatoare g(t, Y) a céirei variatie

dg este deterministd intr-un interval df mic.
Consideram g(#, Y) = f(t,Y)— 4-Y unde 4 est o marime constantd in intervalul de timp dr .

2 Af
Aplicand lema lui Itd functiei g, obtinem dg = g + b(i — A) + %az é—)i dt + a[%f— - A) dX

ot oy or- 0
of of 1 ,0°
Alegand 4 = g , rezultd dg = g +—a’ ———],: dt , adica o relatie deterministd ce exprima evolutia
oY o 2 oY

variabilei aleatoare g.

4. Modelul Black — Scholes

4.1. Ipotezele modelului

Reluim ipotezele formulate la 2.1. si 2.2.. Asa cum am vizut, evolutia activului suport urmeazd un proces
aleator, de tip log-normal, descris prin ecuafia (1). De asemenea, admitem ci rata dobdnzii () si volatilitatea
activului suport ( o) sunt functii deterministe de timp.

In plus, consideram ca activul suport nu plateste dividende pe durata de valabilitate a optiunii, ipoteza care
poate fi abandonatd daca valoarea dividendelor ce vor fi plitite este cunoscuti de la inceput.

Mai presupunem cd nu existé posibilitate de arbitraj, ceea ce face ca toate portofoliile sigure (cu risc nul) sd
aduca acelagi venit.

Vom mai accepta urmdtoarele ipoteze: tranzactionarca activelor suport poate avea loc in mod continuu; sunt
permise pozitiile short la vénzare, adica o persoanii poate vinde active pe care nu le detine, in speranta cd
valoarea respectivelor active va scidea pAna in momentul in care are loc tranzactia; titlurile financiare sunt infinit
divizibile, adica se poate achizitiona orice cantitate de active suport.

4.2. Ecuatia cu derivate partiale Black-Scholes

Notim cu ¥ (S o ) valoarea unei optiuni generice la momentul 7 gi consideram ca Vel [ReR)

Procesul (S (f ))mo satisface o ecuatie de tipul celei de la (3) (pentru ¥ = S, a=0S, b= uS . obtinem
ecuatia (1)). Functiile a si b precizate mai devreme verifici conditiile (1), respectiv (2) de la lema lui 116, astfel
incét, aplicind relatia (4) cu Vin locul lui f'si S in locul lui ¥, obtinem

oV o 1 oV LoV

dV =| —+ +—0*S? dt + oS
o T g TR0 e TP s

Pentru eliminarea caracterului aleator, construim un portofoliu format dintr-o optiune de tipul V(S " ) sl 0

dX .

cantitate (~ 4 ) de active suport (lucru realizabil conform unor ipoteze formulate anterior). Valoarea acestui
portofoliu la momentul de timp 7 este

H=V-4-§ (3)
Alegand
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oV
A4=— (6)
OL
si aplicind lema lui Ito functiei /7 , avem
oV 1 . OV
il =| —+—0’S* — |dt
or 2 (oA
Portofoliul obtinut prin alegerea lui 4 ca mai sus are o evolutie determinista. In consecinti, investitia intr-un
astfel de portofoliu prezinti risc nul. Dacd suma [/ ar fi investitd intr-o banca cu rata dobanzii r, atunci
cresterea depozitului bancar in intervalul de timp df ar fi

dil =rll dt (8)

(7)

sunt egale, asa incat din (7) si (8) rezulti

2
vl dt = g+lo~182¥ dt (9)
or 2 oS
Pe baza relatiilor (5) st (6), din (9) rezultd
2
%+10252_f+rS%—rV:0 (10)
o 2 oS os

cunoscutd sub denumirea de ecuatia cu derivate parfiale Black - Scholes.

4.3. Valoarea optiunilor la scadenta

Detiniitorul unei optiuni call de tip european nu are interes si actioneze, daca la termenul de scadenta 7
pretul de exercitiu £ este superior cursului S (7). Dacd, din contrd, S (7) > £, atunci, operind la momentul 7,
detinatorul opfiunii realizeaza un profit egal cu S (T) — E. Astfel, valoarea la scadentd a unei optiuni call este

C(T, (7)) = max(S(T") - E,0) a1
Pentru detiniitorul unei optiuni put de tip european, in cazul § (T) < I | exercitarea optiunii aduce un profit egal
cu diferenta dintre preful de exercitiu al optiunii cedate si valoarea activului suport la scadentd, adicd £ — § (T ) In

caz contrar, nu exista motive de exercitare a optiunii. Astfel, valoarea la scadentd a unei optiuni put este

P(T,8(T)) = max(E - S(T),0) (12)
4.4, Actualizarea valorii unei surﬁe

Pentru ca la momentul 7 un investitor s detini suma £, este necesar ca, in prezent (la momentul ), sd faca

M’ (r%: M (1)

un plasament bancar cu valoarea M(f) care verificd conditiile { M (1 - F unde r este rata dobinzii.

Rezolvand ecualia diferentiald si folosind conditia finala, gasim:

M(t)= Ee ) (13)

daci » se considerd constantd in timp.
Cand r este o functie de ¢, obfinem:

’

,J’ r(s)ds

M(t)=Ee *

Situatia prezentatd aici corespunde cazului continuu, care va fi utilizat mai departe.

(14)
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4.5. Evaluarea optiunilor call de tip european

Valoarea unei optiuni call la scadentd este C (S, T) = max(S - E,O) (conform relatiei (11)). Aceastd relatie

reprezinti conditia finald, aplicata la momentul de timp 7 = i

Pentru conditia la limitd, in punctul S =0, se pune problema determindrii valorii unei optiuni europene de
tip call, in cazul in care activul suport ia, la un moment dat, valoarea zero. Din ecuatia (1), se obscrva ca variatia
valorii activului suport este zero. Rezulta ca valoarea activului suport este intotdeauna zero, chiar si la scadenta
si, in consecin{d, valoarea optiunii la scadenta va fi tot zero. in mod firesc, valoarea optiunii la momentul £ va fi
egali cu zero — valoarea actualizatd a unei sume egali cu zero, la un moment dat, in viitor, este zero. Prin

urmare, avem conditia la limita C (O, ! ) =0.

Cealaltd conditie la limita se pune la 0. Trebuie impusa explicit conditia ca S sa tinda la infinit pe toatd
durata de exercitiu a optiunii, deci si ia valori mari la toate momentele de timp £ In consecintd, valoarea
activalui suport la scadentd va fi mult mai mare decit valoarea de exercitiu E. Asadar, valoarea optiunii la
scadenti poate fi considerata ca fiind egald cu S. Actualizind, obtinem valoarea optiunii la momentul de timp

curent S(f) :Se"'(T"') _valoare care poate fi aproximati cu S, datoritd valorii foarte mari a lui S. Deci, avem
conditia la limita C(S,¢)~ S, cand § — .

Pe baza ecuatiei (10) si a relatiilor gasite mai devreme, obtinem problema de determinare a valoril unei
optiuni call de tip european, in conditiile in care rata dobanzii si volatilitatea sunt constante in timp:

ac 1 o’C  ,oC
& o8P L+ 18— -1C=0
oS oS
(P1)C(S,T)= max(S—E.0)
c(0,t)=0
C(S,t)~ S, cdndS — o
Propozitia 1. Daci rata dobénzii si volatilitatea sunt constante in timp, atunci solutia problemei (P1) este:
C(8,0)=S-N(d,)-Ee""™ - N(d,) (15)
unde N ( . ) este functia cumulativd de probabilitate (functia de repartitie) pentru o variabila aleatoare normala

x |
din N(O,l), anume N(x) = —\/;: J.e_gy dy
7T

—o0

iar
lnS+(r+lc52j(T#t) ln-‘si+(fulclj(T—t)
B\ "2 LB\ 2
1 oI —1 > i oI -1 '

4.6. Evaluarea optiunilor put de tip european

TinAnd cont ¢, la exerciiu, valoarea unei opfiuni put este cunoscutd, si anume P (S, T ) = max(E -5 ,0)

(in conformitate cu (12)), am obfinut conditia finala, aplicata la momentul de timp £ = 1".

Ca si in cazul optiunilor call de tip european, s pune conditia la limitd in punctul S =0. Asa cum am
viizut. daca, la un moment dat, valoarea activului suport este zero, atunci aceasti valoare va rimane zero pind la
scadenti. Rezulti cd valoarea optiunii la scadenta va fi egald cu E. Valoarea unei astfel de optiuni la un moment

;s i oL , s g —p[T=t) % " ..
anterior lui 7 se determina prin actualizarea valorii £ ob{inand # (0, ! ) — FEe ") in cazul in care rata dobinzii

T
rls)ds

este constantd in timp (conform (13)) sau P (0, .l‘) = daca rata dobAnzii variaza in timp (conform (14)).
Mai punem condifia la limitd la oo . Dacd valoarea activului suport crestere continuu mult, astfel incat aceasta
valoare poate fi considerata infinitd pe un intreg interval de timp pand la exercitiu, atunci valoarea optiunii la
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exercitiu va fi egald cu zero. Dar valoarea actuald a unei optiuni ce nu valoreazi nimic la scadenta este zero,
astfel incit obtinem condifia Ia limita P(S,7) — 0, cind § — .

Putem scrie acum problema de determinare a valorii unei optiuni put de tip european, in conditiile in care rata
dobanzii si volatilitatea sunt constante in timp astfel:

2
P 1, 0P

S ﬁ+rS£—rP:O

ot 2 as° oS

P(S,T)= max E-S.0)
|

(P2)

—[rtaiam
P(0,1)=Ee """/ Ee v
P(S,1)—0,cand § —

Propozitia 2. Daci rata dobénzii si volatilitatea sunt constante in timp, atunci solutia problemei (P2) este:
P(S.7)=Ee""™ . N(-d,)-S N(-d,) (16)
unde N ( . ) este functia cumulativi de probabilitate pentru o variabila aleatoare de tipul N (0,1), iar d, si d2
sunt dati prin aceleasi formule ca in Propozitia 1.

5. Concluzii

Pentru a determina valoarea unei optiuni, folosim formula (15), daca optiunea este de tip call, si formula (16),
daca optiunea este de tip put. Ambele formule exprima valoarea optiunii la un moment de timp, in functie de

valoarea activului suport la acelasi moment de timp. In expresiile acestor formule, intervine functia N ( i ) ale
carei valori sunt tabelate.

Determinarea valorii unei optiuni se poate realiza si prin metode numerice. Aceste metode constau in
inlocuirea derivatelor partiale cu aproximatii bazate pe diferente finite. Pentru a determina valoarea unei optiuni
call, se rezolvd numeric problema (P1), iar pentru determinarea valorii unei optiuni de tip put, - problema (P2).
Se pot utiliza, in acest sens, metode explicite, dar mai ales metode implicite (Crank — Nicolson, extrapolarea
Richardson etc.).

O alti modalitate de evaluare pleacd de la premisa cd valoarea unei optiuni este valoarea actuala a plitii
asteptate la scadenti, pentru o evoluie aleatoare a valorii activului suport, datd de ecuatia stocastica (1). Astfel,
se calculeazi pretul la scadenta pe baza simulirii evolutiei pretului activului cu ajutorul acestei ecuatii. Se reia
simularea de mai multe ori si se calculeazi plata medie pentru toate realizérile. Valoarea optiunii este valoarea
actuala a mediei obfinute.
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