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Rezumat: In acest articol sunt abordate citeva elemente de analizi bidimensionala a semnalelor, in scopul identificarii parametrilor acestuia,
utilizdnd reprezentirile pétratice din clasa Cohen. Acestea permit analiza semnalelor, urmarind doud grade de libertate (timpul si frecventa)
in distribuirea energiei semnalului de-a lungul axelor timp si, respectiv, frecventd, conducind la unele concluzii privind structura instantanee
a semnalului studiat, Mai intdi, sunt introduse transformérile bidimensionale din clasa Cohen, evidentiindu-se unele proprietﬁti remarcabile,
apoi o atentie speciald este acordaté transformatei Wigner-Ville si derivatelor sale, obtinute prin filtrare §i netezire. In final, sunt prezentate
functiile nucleu, specifice transformatelor din clasa Cohen, ca de exemplu spectrograma.

Cuvinte cheie: clasa Cohen, analiza Wigner-Ville, spectrograma, functia nucleu,

1. Introducere

Analiza semnalelor se poate face prin metode unidimensionale si bidimensionale. Metodele unidimensionale
presupun analiza numai in domeniul timp sau numai in domeniul frecventd si au, in general, un grad scdzut de
complexitate.

Desi au avantajul ci oferd, in multe cazuri, o modalitate de prima evaluare si analizd rapida a semnalelor, in
multe situatii, de exemplu, in cazul analizei semnalelor tranzitorii, informatiile care se obtin, privind forma si
parametrii acestora, sunt limitate si cu un grad scazut de aproximare.

Cea de-a doua categorie de metode, respectiv, reprezentarile bidimensionale in domeniul timp-frecventd,
reprezinti instrumente puternice de analizd a semnalelor i, de aceea, este indicat sa fie utilizate, daca situatia o
permite, la prelucrarea semnalelor in scopul identificarii undelor tranzitorii. Aceste reprezentdri au avantajul ca
permit evidentierea anumitor proprietéti ,,ascunse” ale semnalelor. Din punct de vedere al sistemelor de analiza,
prezinti interes analiza semnalelor la nivel cdt mai scazut, comparabil cu zgomotul aparatului. De aceea,
analizele timp-frecventa trebuie efectuate asupra semnalelor afectate de zgomot, raportul semnal/zgomot avand o
importanti deosebita in evaluarea semnalelor tranzitorii.

intrebarea ,Cum aratd o reprezentare timp-frecventd bund?” nu are un raspuns general, depinzind de
aplicatie, fiind binecunoscut faptul cd nu existd o reprezentare _universal3d”, optimd pentru toate situatiile. Mai
mult, in situatii reale, cand categoriile de semnale nu sunt cunoscute apriori gi sunt specificate doar printr-un
esantion aleator de realizari, este necesara implementarea unui algoritm care sa poata gdsi reprezentarea
timp-frecventd optima in mod automat. Eforturile de cercetare sunt indreptate, in prezent, in directia rezolvérii
problemei determinarii reprezentarii timp-frecventa optime pentru o categorie datd de semnale.

Consideratiile din prezentul material incearca sa clarifice unele aspecte ale acestei problematici, de altfel
extrem de vasta.

2. Reprezentirile timp-frecventid din clasa Cohen

2.1 Proprietitile distributiilor energetice din clasa Cohen

Clasa reprezentarilor timp-frecventd, in forma generala a fost descrisd de Cohen:

C(t,a),cb):;;ﬂ fexplj € 1-7-0-£-W]- ®ED) - f u+% . u—% dudwdé  (2.1)

—o0

unde @ este o functie arbitrard numiti functie nucleu. Dupa modul de alegere a acestei functii, se obtin mai multe
cazuri particulare, corespunzitore anumitor distributii (t, ©).

Reprezentarile timp-frecventd din clasa lui Cohen trebuie sa indeplineasca anumite proprietiti. Satisfacerea acestor
proprietdti se materializeazd prin impunerea anumitor conditii functiei nucleu. Primele doud proprietdti privesc
decalajul temporal si de frecventi (compatibilitatea cu operatiile de filtrare §i modulare) dupd cum urmeaza:

Pi: Cﬁof(r,w,d))ch(t—to,a),(l)) (2.2)

Py C,_,(L0,®)=C, (t,0 - w,, D) (2.3)
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Pentru ca aceste conditii si fie indeplinite, se poate vedea ca functia nucleu @ trebuie sa fie independenta de t
si de w:

Ci: CD(é‘ ,r,t,a)) trebuie si fie independenta de t, (2.4)
Cs: (D(e;’,r,r, a)) trebuie si fie independentd de o. (2.8)

Alte doua proprietati care trebuie si caracterizeze reprezentérile timp-frecventa se referd la conservarea
legilor marginale:

==}

P;: 51; [C 0, 0)do =| @ (2.6)

e [C,(ho,0) =|F(o) @7)
Restrictiile corespunzitoare acestor proprietiti pe care trebuie s le indeplineasca functia @ sunt:

cs: OE,7)=1 V& 2.8)

cy ®(0,7)=1, Vr. 2.9)
Functia @ trebuie s ia deci urmitoarea formd:

@, (&, 7)=exp(j-a-& 1) (2.10)
Pentru ca reprezentirile timp-frecventa si fie reale, atunci trebuie ca:

ps  C,(t,0,®)=C;(t 0,0) @.11)

Acest lucru se intdmpla doar daca:

cs ®(&,7)=0(-&,-7) @.12)

Alte doud proprietati importante pentru analiza semnalelor sunt:

+  Frecventa medie la momentul t este egald cu frecventa instantanee:

fo-C(t.0,0)do

Py ~ 0, ()= Tm{ L1n[£ (1) @13)
¢, (0.0)0 {df }

+  Media temporala pentru frecventa o este egald cu timpul de intérziere:

fr-c,(t.0,0)ar

P =Tult)= »Im{gdcg ln[F(aJ)]} (2.14)

[, (.o,@)

Verificarea acestor proprietiti impune:

®(£,0)=1 V¢

%@(r:,r)go =0 V&

Cy (2.15)
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<I)(0,z')=l YVt

Cs: o
’ ﬁcb(g,r)é_(,:o Yz

(2.16)

Primele relatii corespunzitoare lui Cy si C; sunt identice cu conditiile Cs si Cy.

Urmitoarele proprietiti pe care dorim s3 le detind reprezentirile timp-frecventd sunt conservarea suportului
temporal, respectiv, de frecventa:

by f(t)=0, Vj|>T=C,(t,0,®)=0, V}>T 2.17)

P F(0)=0, Vlo|>Q=C,(,0,0)=0, V|o|>Q (2.18)
Py implica:

Cs: D].exp(—j-g 1) D&, 7)dE = 0[] < 2] 2.19)
1;: implica:

Cs! Texp(— j&-1) @&, 7)dr =0,|¢] <2 |o (2.20)

1
Deci, trebuie ca @, (5,!‘) si fie definita pentru & < %

De asemenea, ar fi de dorit si se verifice si proprietatea de valoare pozitiva a reprezentérilor timp-frecventd
pentru a le putea interpreta ca fiind distribufii energetice. Din pacate, aceastd proprietate este incompatibild cu
proprietitile P; si Ps.

Pentru a ne convinge, este suficient si considerdam un semnal temporal cauzal. P ne asigura ca reprezentarea
timp-frecventd va fi nuld pentru momentele de timp negative. Presupundnd ci RTF (a fost studiata intr-o prima
faza de Ville, care cauta o functie RTF, care si depinda de timp si de frecventd si sd verifice constrangerile de
distributie marginala [Vil48]) nu este negativa, acest lucru implica faptul ca intarzierea de grup trebuie si fie
totdeauna pozitiva (P;). Aceasta este in contradictie cu faptul ci semnalele cauzale pot avea intarzieri de grup

Ps si Pg pentru semnale analitice.
Totusi se preferd a se favoriza proprietitile Py,......,Pq in detrimentul valorii pozitive.
Formularea unificati care desemneazi clasa biliniard Cohen prezinta trei avantaje principale:

a) Prin specificarea functiei nucleu arbitrare, este posibila regasirea celor mai multe din definitiile distributiilor
energetice cunoscute;

b) Este usoard transpunerea unei conditii care se vrea a fi indeplinita de catre RTF intr-o proprietate de
admisibilitate corespunzitoare a functiei nucleu;

¢) Este posibil, utilizind astfel de argumente de admisibilitate sa se verifice apriori proprietatile unei definitii
particulare.

2.2 Legitura cu functia de ambiguitate

Expresia generald a distributiilor energetice din clasa lui Cohen se poate rescrie pentru a evidentia relafia
acestora cu functia de ambiguitate a semnalului:

o0 o0

Clt,0,@) = 51 i exp| (& — ) (€, r)_;[ f(u 4 %1/ (u - %) exp(— jéu)dudzdé =

= zl—ﬁ [ [expl- j(&r - o), (&, 7)akdx,

(2.21)
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unde:
4,(¢.7)= “]'f(ﬁgj-f‘(u—%j-exp(j-éf-u)du

este functia de ambiguitate, asociatd semnalului f{t), cu aproximarea la nivelul unei constate complexe [Ami95].
Prin urmare:

2 0,0)= | expl j(E -1+ 7 @)Io(- £,7)4, (.7 )déd =

e L (2.22)
= O(-£,7)4,(¢,7)= I JC(t, w,D)- exp[j(&-t+7 co)]dtda)

Astfel spus:

O(-£,7) A(E7) > 2-7-Clt,0,®)
] 2.23)
(D(—f,r)-Ax(.f,r) « 2-7-Clt,0,®)

Cele mai reprezentative distributii timp-frecventa din clasa Cohen sunt reprezentate in tabelul 2.1. in tabelul
2.2 sunt, de asemenea, precizate cele mai importante proprietdti pe care acestea ar trebui si le indeplineascd in
mod ideal, impreuna cu constrangerile care rezulta pentru functiile nucleu asociate.

in sfarsit, tabelul 2.3 prezintd comparativ proprietitile verificate de cateva reprezentdri timp-frecventd din
clasa lui Cohen. Este usor de remarcat ca transformata Wigner-Ville indeplineste cel mai mare numdr de
proprietati, ceea ce justifica atentia speciala care i va fi acordata in continuare [Aug95].

Tabelul 2.1. Reprezentiri timp-frecventa din clasa Cohen si functiile nucleu asociate

(D(§> T) C.(t,v, @) Distributia

4 T o T) g i '
1 j‘f(f+§.)f (1_5].8 VT g Wigner-Ville

sin(ﬂré,‘r) w© "
_-7?51‘_ j' L J f[5+%).f‘[s_;]ds o @ SERE T Born-Jordan

_[zgg]z Tjg eIl f( S+E). f*(s _%)efzf*”dsdf Choi-Williams

& 2

A;(‘fzf) If(s) h*(s - t)- g LEEY T, Spectrograma
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Tabelul 2.2. Proprietitile impuse reprezentirilor timp-frecventa si conditiile de admisibilitate
asociate funetiilor nucleu

Proprietatea Conditia de admisibilitate
Energie CD(0,0) =1
Limitare in timp q)(gj()) =1
Limitare in frecventd (1)(0’ z—) =1
Caracter real (D(§ r) - (_ ~—r)

Valoare pozitiva

O(£,7)= ch §r ¢, >0

Cauzalitate o(E.7) = i w i%?'eimM dn
Inversabilitate @(£,7)=0
Dilatare o(£,7) = cb(—?;, 5, Tj
Filtrare o(£,7)-0g,7 )= olr+7)
Modulare (g, r)-tb( ' f)=®(§+§' T)

Conservarea suportului temporal

|s| > H jcp(gr )-e ¥ dE =0

Conservarea suportului de frecventd

M |§| j(I) £y 1' e dr =0
Valoare unitate |(I)(§ 1"1 = i

Frecventi instantanee

©(2,0)= 1,%9(5,0) ~0
T
oD

(I)(O,T) = ].,%(O,T) ={

Intarziere de grup

Tabelul 2.3. Proprietiti verificate de citeva reprezentiri timp-frecventi din clasa Cohen

Proprietatea Spectrograma Wigner-Ville Born-Jordan Choi-Williams
Energie v
Limitate in timp - ! | ¥

Limitare in frecventi
Realitate
Valoare pozitivd
Cauzalitate

Inversabilitate -
Dilatare -
Filtrare -

Modulare
Suport temporal
Suport in frecventd -
Valoare unitate B
Frecventa instantanee -
Intarziere de grup -

w b g
@t i il el kel W L)
A e 2

' 1 2 L il

2 <2
<
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2.3 Distributia Wigner-Ville

Interdistributia Wigner-Ville a doua semnale este definitd prin [Aug91]:

Wf.g(r,w)=_I,f(”%]-g*["‘“ﬂ'”‘“”df- @21

Autodistributia Wigner-Ville unui semnal este dat de:

)=, )= JA{re5) (i) e 025

Distributia Wigner-Ville poate fi vazutd ca o transformare Fourier scurtd in care fereastra se adapteazd
continuu cu semnalul deoarece aceastd fereastrd nu este altceva decat semnalul insusi, inversat in timp.
Transformarea Wigner-Ville se obtine, deci, ca rezultat al urmitoarelor operatii:

=33

a) 1in orice moment t, se multiplici semnalul cu conjugata ,,imaginii in oglindd”, relativ la momentul de
evaluare:

T " T
g, (t.t)= f[r+5)f [t—aj (2.26)

b) se calculeaza transformata Fourier pentru rezultatul acestei inmultiri, in raport cu variabila de decalaj T.
Una din proprietatile acestei reprezentari timp-frecventa este aceca ¢4 poate fi, de asemenea, definitd plecénd
de la functiile spectrale: '

Wee (a),t)=51; IF(@+§]- F*[a)wg—}e’f"d§ (227

Se obtine deci:

W, o(0.0)=W, (o) (2.28)

2.3.1 Proprietitile distributiei Wigner-Ville
Cele mai importante proprietati ale acestei distributii sunt urmitoarele:

a) Pentru doud functii f i g avem:

W, ,(to)=W, (o) (2.29)
Deci, distributia Wigner-Ville a unei functii reale sau complexe va fi reala:

W (t,o)=W; (1, 0). (2.30)
In plus, distributia Wigner-Ville a unei functii reale va fi para in domeniul frecventa:

W, (t,0)=W;(t.-o) @231)

b) Un decalaj temporal intre doud semnale ii corespunde un decalaj temporal intre transformarile Wigner-Ville
corespunzatoare:

{fl(r)=f(r—r)
g,(t)=2g(-7)
¢) Modularea fiecareia dintre cele doud semnale conduce la deplasarea in frecventa a transformatelor Wigner-Ville:
f6)=e" 1)
g,(1)=e""glt)

=>W,, [Lo)=W, (t-7.0) 232)

=W, (Lo)=W(o-Q) (2.33)
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d) Combinarea proprietatilor b) si ¢) conduce la:

{fs(t) M fle-7)_
g:(r)=e"%"glt-7)

e) Distributia Wigner-Ville a doud semnale este o functie biliniara de f si g. Aceasta semnifici faptul ci transformata
unei sume de doud semnale nu este egald cu suma transformatelor semnalelor. Din definitie reiese ca:

w ‘ (t,cu)z W, . (t— r,a)—Q), (2.34)

W i i (t, a)) = Wf,gu (t, a))+ . (r,co)+ W e (t,w)-t— W, e (r,a)) (2.35)
Caz particular:

W, (t0)=W,(t,0)+W,(,0)+ 2Re[7, , (. 0)] (2.36)

f) inmultirea distributiei Wigner-Ville cu t poate fi exprimaté ca o suma de doua distribufii:

24-W, (t0)=W,, (Lo)+ W, (1,0) (2.37)
De aceeasi manierd avem:

2.0 W, (t,0)= W%_f‘ . (t,0)+ Wf%.g-(,)(f’ ®) (2.38)

g) Conform  definitiei,  distributia ~ Wigner-Ville  este transformata  Fourier —a  functiei
T . T . ; 3 ; ? :
f [t + 5) - g (t - E) considerati ca functie de 1 §i unde t reprezinta un parametru fix. In consecinta:

€ J.e"'w'er,g (r,0)dw = f[r +%]-g‘[r—3j (239)

27 2

relatie care poate fi scrisd sub forma:

]. i w8, —t *
E J.e“y(L ﬂp}vﬂ@[rl ';tz ’a)]dw = f(tl)'g (Iz) (2.40)

Sunt de remarcat urméatoarele doud cazuri particulare:

L] tl = tz == t
1 5 ) 1%

= Wf’g(t,a))da)=f(t).g (I)Z>— Wf]g(t,a))da):|f([]2 (2.41)
L 2r

Aceasta demonstreazi ci integrarea distributiei Wigner-Ville in raport cu variabila frecventd unghiulard si cu
t fixat furnizeaza puterea instantanee a semnalului la momentul t.

o t1=t,t,=0

| t "
o e’ Wf,g(g,a)]a’a)z £(t)-g"(0) (2.42)

-

Aceastd relatie este importantd fiindca aratd posibilitatea reconstructiei semnalului f(t) plecdnd de la

4 .
distributia Wigner-Ville la momentul — folosind transformata Fourier inversa.

h) Integrala distributiei Wigner-Ville este egalé cu energia temporald a semnalului f{t).
e j '[ (t, w)tde = If t):> = j J'W (t, w)dtdew = | f(t)’ (2.43)

i) La fel casi in cazul proprietatii g), se demonstreaza ca:
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L % . EY o €
E;[e 4 Wflg(a),t)dt— F[a)+5)-G [w—E] (2.44)

'[ewf-(w] -0, }er’g(,, @%"2_};;; = Flw,) G (@,) (2.45)

-0

Se obtine deci ci integrarea distributiei Wigner-Ville n raport cu variabila temporald pentru o frecventa ©
conduce la densitatea spectrald de putere a semnalului f la acea frecventa:
W E0,=0

kit = F0)-67(0)= [, cob=|Fle) "

- o =0,0,=0

e, [t,%)-]dt _ F(0)-G"(0) o
1 Wy 1 oy,

py. I J.[Wf(ﬁ“’)df}daﬁgg ﬂF(wrda’ (2.48)

j)  Formula lui Moyal (relatie corespunzatoare formulei lui Parseval aplicati distributiei Wigner-Ville) [Qia%6]:
L ' )

5; j Wf\sgt (t’a))' sz,g;, ([,Ct)) = <f1 ’f2> ’ <g1 > g2> (2.49)

Pentru f; = f, = g, =g; = { se obtine:

.
. [ [P} o)tdo=|f (o) (2.50)

k) Cazul semnalelor limitate in timp sau in frecventa
7()=glt)=0, Vi<t, saut>1, =W, (,0)=0, V1 <t, sau t >,
Flo)= Glw)=0, Vo <o, sau o > @, = Wf’g(t,a))z 0, Vo<w, sau @ > @,.
Prin urmare suportul temporal si de frecventd sunt conservate. Aceasta proprietate este o noutate in raport cu
toate reprezentirile timp-frecventa care in mod obisnuit iau valori intr-un interval mult mai larg.
I} cauzalitate:
f6)=0, ¥t <0=W,(t,0)=0, VI <O,V
m) semnale analitice:
Flo)=0, Vo <0=W,(,0)=0, Yo <0,Vz.
2.3.2 Efectele operatorilor liniari asupra distributiei Wigner-Ville

Cei mai importanti operatori liniari sunt filtrarea si modularea. Filtrarea corespunde unei convolutii
temporale, in timp ce modularea este asociatd unei multiplicari. Datoritd dualititii timp-frecventa, consecintele
aplicarii celor doi operatori sunt inversate in domeniul spectral [Ami96].

a) Filtrarea liniard
Fie hy gi h, doi operatori liniari care aplicatii semnalelor f'si g conduc la obtinerea semnalelor f; si g.

fc(t)=(f*hJ,Xr)=j[f(r)-hf(t—r)dr 2.51)
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g.(0)=g*h ) (2.52)

in acest caz:

Wﬁ,gc (t’w) = IWf,g (IB C{))- th,}:-g (t -7 a))df, (2.53)

W, o (t, a)) este convolutia temporala dintre W,  si th,hg :

b) Modularea
@)= 1) m, ¢)
2,(t)=g(t)-m, ()

(2.54)

1 &
Wf,,,,g,,. (f,(i)) = E IWI,g (t’ n) Wmf,mg (tﬂ — n)dnn (2.55)

unde W, (r ,a)) este convolutia in frecventa dintre W, si ijr -

2.3.3 Distributia pseudo Wigner-Ville

fn incercarea implementirii numerice a algoritmilor distributiei Wigner-Ville, trebuie, in general, s se
pondereze semnalele f(t) si g(t) cu ajutorul ferestrelor wr si wy. Aceste functii de pondere gliseaza in lungul axei
temporale §i se centreazi pe momentele de timp t in care distributia Wigner-Ville urmeaz a fi calculatd. Aceasta
inseamna c4, in locul semnalelor f(1) si g(t), vor fi considerate semnalele ft si gt definite astfel:

f2)=f(c)-w,(z-1) (2.56)
g,(r)=2g(c) w,(z-1) |

Pentru fiecare valoare a lui t, se va calcula distributia Wigner-Ville a functiilor semnalelor f, (T) si g, (z‘)

Relatia de legatura dintre este W, si W, . este:

1 o
W, 4 (00)= Py [w, n)-w, ., 0.0-n)dn. (2.57)

Considerand aceasti expresie pentru diferite valori a lui t, se obtine:

Wf,g(’ =“’) =Wy e (‘B@)f:n (2.58)

care este o functie de t si @ si care se aseamana cu o distributie Wigner-Ville. Aceasta va fl denumita distributia
pseudo Wigner-Ville a semnalelor fi g.
fn mod evident, distributia pseudo Wigner-Ville depinde de ferestrele w¢ si W, chiar daca acest lucru nu apare

~

in mod explicit in notatie. Wf . esteegald cu convolutia dintre Wf . i o functie independenta de timp.

Considerand distributia Wigner-Ville ca o functie de @ (cu t fixat), se poate demonstra ca aplicarea unor
ferestre temporale asupra ei poate fi interpretatd ca o operatie de filtrare a acestei functii cu un filtru

W (0, 0)) (rolul variabilei t este jucat de ).

WrWe

Daca w, = w, esteo functie reald pard, atunci functia pondere a filtrului rezultd sub forma urmatoare:

w,,0,0)= J'e‘-’""” -W}(%}dl’. (2.59)

Se observa ci functia de transfer a acestui filtru are forma patratului ferestrei §i ca urmare va fi de tip trece-jos.
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Distributia pseudo Wigner-Ville este o versiune netezitd (in raport cu frecventa) a distributiei Wigner-Ville.
De exemplu, o fereastra dreptunghiulard de lungime T va juca rolul unui filtru trece-jos care va atenua toate

variatiile distributiei Wigner-Ville In zona w, < 5 ;

In cazul distributiei Wigner-Ville, functia nucleu (I)(f,r) =1 si conform relatiei (2.23) avem:
TF
A(E7) > 2-7-W (t,0)
!

A (&,7) « 2-Jr‘Wx(t,a))

(2.60)

In consecints, distributia Wigner-Ville este egali cu o transformatd Fourier dubla, aplicata functiei de ambiguitate, iar
functia de incertitudine este egald cu o dubla transformata Fourier inversd, aplicata distributiei Wigner-Ville.

2.3.4 Distributia pseudo Wigner-Ville netezita

Daca:
N
)= a, x,(t) (2.61)
n=1
atunci:
N 2 N N
W, (o)=Y |a,| W, (o)+2:Y ZRe{an ag W, . (t.o)} (2.62)
n=1 n=1 k=n+l
o NV-Y) . R
Existd deci ——2— termeni de interferentd. Ei sunt pretul pe care aceastd distributie trebuie sd-1 pliteasca

in schimbul tuturor proprietatilor valoroase de care dispune. Consecintele existentei acestor termeni de
interferentd sunt [Bar93]:

« imprecizia interpretarii rezultatelor analizei Wigner-Ville asupra unui semnal;

«  scaderea importantei acestui tip de distributie timp-frecventa.

Fie:
x,()=a, x, [t = %]-eﬂ”?t e’ a, 20, (2.63)
x_(t)=a_-x, [I + %) . eﬂx[_zj‘-{ e’ ,a_20, (2.64)
atunci:
W, (tv)=a’-W, (t—ﬂ,v—éij; (2.65)
+ 0 2 2
W, (t,v)=a’ W, (r el g, ﬂ} (2.66)
) % 2 2
Fie:
x(6)=x, (€)+x_(¢), 2.67)
atunci:
W (t,v)= w.. (t.,v)+ W, (t,v)+2- Re{Wx+x_ (t, v)} (2.68)
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Se poate demonstra ca urmatoarea relatie este adeviraté:
W, (r, v) =W, (t, v) + W, (t,v)+2a, a - w. (z‘,v)- cos[27r(tA V + VAL )+ (qo+ - )] (2.69)

adica, termenul de interferenti este o versiune modulati a distributiei Wigner-Ville a semnalului.

Biliniaritatea transformirii conduce la existenta termenilor de interferentd intre toate componentele planului
(t, w) si, in particular, intre frecventele pozitive si negative ale spectrului unui semnal real. Astfel, termenii de
interferentd pot fi suprimati daca distributia Wigner-Ville a unui semnal real este construita sistematic in raport
cu semnalul analitic care ii este asociat. Pe linga avantajul clarificarii reprezentarii, aceasta permite definirea in
mod unic a notiunilor de frecventa si amplitudine instantanee. Totusi, aceasta operatie nu impiedicé in totalitate
aparitia termenilor de interferenta intre componente diferite de-a lungul axei frecventelor pozitive.

Studii detaliate, au demonstrat ci astfel de termeni posedd o structurd preponderent oscilatorie, invers decat
componentele proprii semnalului care au o structurd mult mai regulatd. Aceasta sugereaza reducerea influentei termenilor
de interferenti printr-un procedeu adecvat de netezire care conduce la o reprezentare Wigner-Ville modificata:

C.(tv.F)= HW (€.v')Fle-iv-v)rav, (2.70)
unde F este o functie de netezire normalizata, adica:

j'o]‘F(t,v)dtdv =1 @)

Reprezentarea astfel construit3, defineste clasa generald a reprezentarilor biliniare admisibile, care se supun
conditiei de invarianti la translatarile in planul (%, w). Alegerea unei ponderi determina deci in mod esential
metoda de analizd cunoscuta sub numele de aproximarea netezité a distributiei Wigner-Ville initiale [Qia%6].

Astfel, metodele de tip spectrograma, pentru care F (t ,V ) =W, (t,v), unde h(t) este fereastra de observare

temporald, sunt fundamental limitate de necesitatea unui compromis intre rezolutiile temporale i de frecventa:
ameliorarea rezolutiei in frecventa nu se poate face decét cu pretul maririi duratei de observatie §i vice-versa .

S-a demonstrat ca, pentru semnalul 4(2) de energie unitara si de durati T, inegalitatea Heisenberg-Gabor se scrie:
(t

+T2-(v—-v, ) |- w,(t,v)dtdv > é (2.72)

unde t; si v, sunt momentele de timp si frecventd medii ale semnalului A(2).

Rezolutiile temporale si de frecventd sunt astfel legate, ceea ce inseamnd cd analiza clasicd poate fi
consideratd drept o metoda cu un grad de libertate. O solutie fireasca, pentru ameliorarea acestei situatii, este de
a se trece la o analizi cu doui grade de libertate, alegind pentru realizarea netezirii o functie separabila in raport
cu cele doud variabile ale sale:

F,(t.v)=g()-0(v) @.73)

O astfel de procedura definegte distributia Wigner-Ville netezita:

PWx(r,v)zCI(t,v,Fp)z Ie'f'z’”"fq(r)- Ig(v—t)-x[v%—%}-x*(v—%)dv dr (2.74)

—x -0

unde:

q()=TF {0 )} 2.75)

Structura unei astfel de transformari ia forma unei simple corelatii ponderate §i centrate, urmatd de o
transformata Fourier, ea Tnsdsi ponderata.

2.3.5 Distributia Wigner-Ville pentru semnale discrete

Fie f(n), / € C,n € N,un semnal discret. Atunci transformata sa Fourier se defineste sub forma:
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F(O)=(F,fX8)= Z fn)-e/m? (2.76)

Transformata FDLII‘IE:I’ inversd este datd de:

; 1 7 "
= (F'F)n)==— [F(60)-¢'*d0 @.77)
in
Produsul scalar poate fi de asemenea exprimat ca fiind:

g)=2/ln)£'lr) @.78)

(F,G)= % ,]‘F(Q)- G (6)as. (2.79)

Pentru dezvoltirile ulterioare este util s consideram urmdtorii operatori in timp discret:
a) Translatia in timp:

(S, )n)=fln-kLkeZ (2.80)

Translatia in frecventa:
(S, F)0)=F(0-¢)éeR (2.81)
b) Modulatia:
(M, Nn)= f(n)-e*".E e R (2.82)
¢) Multiplicarea cu n:
(Of Xn)=n- f(n) (2.83)
d) Inversarea in timp:

(Rf Yn)= f(=n) (2.84)

Interdistributia Wigner-Ville a doua semnale discrete f(n) si g(n) este definita prin:

Wf’g(n,ﬁ): 228”'2""9 -f(n+k)-g*(n_k) (2.85)
3
Relatia urmitoare defineste distributia Wigner-Ville in timp discret in situatia cand f(n) = g(n):
W, (n,0)= 22 fln+k) f* (n—k)-e**° (2.86)
k
Aceasta poate fi, de asemenea, definitd plecand de la informatiile spectrale:
1 7%,
W,o(0.n)=— [e"¢ - F(6+&)-G"(0-£)ds X
J’T -7
unde:
W, (0.n)=W,,(n.0). (2.88)

Distributia Wigner-Ville a semnalelor discrete este o functie de o variabild discretd n si de o variabild
continui ©. In raport cu 0, aceasta este periodicd cu perioada 7.

W, (1,0)=W, (1,0 +7).Yn.6. (2.89)
Cele mai importante proprietati ale acesteia sunt enumerate, pe scurt, mai jos:

a) Simetria

W, ,(1,0)=W; (n.0)= W, (1,0)=W; (1,0) este reala (2.90)

W, (n,0)=W,.(n.-0) 2.91)
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b) Translatarea in timp

&(n)=(S,8)n)=gln-k) (292)
fi(n)= (S, fYn)= f(n~k) (293)
W, (n0)=W,, (n—k0) (2.94)
¢) Modularea
Wit g, (.0) =W, (1,0 =& ); (2.95)
d) Produsul scalar
W, ,(0,0)=2-(f,Rg) (2.96)
unde:
L (n,0)=2-(S . M_,f,RS_M ,g); (2.97)

e) Interdistributia ngner -Ville in timp discret a unor sume de semnale:
Wirfogee, 0:0) =W, (0,0)+W,  (n,0)+ W,  (n,0)+7, ., (n,0) (2.98)
si in particular:

W, (1,0) =W, (n,0)+W,(n,60)+2Re[, , (n.0)} (2.99)
f) Multiplicarea cu n sau g/2%
2:n-W, (n 6)= Q,,g(n )+ fog(n,Q}, (2.100)
e/ W, (n,0)=W . (n0) (2.101)

g) Transformarea inversi

Distributia Wigner-Ville evaluata la frecventa 5 poate fi consideratd ca fiind transformata Fourier a

secventei 2+ f(n+ k)- g (n -k ), pentru n fixat. Avem deci:

éj'ef‘"'e.ng[ 9}19 2-f(n+k)-g*(n-k), (2.102)
de unde rezulti:

P
ZL [g /bl -Wf‘g(%n—zﬂ}dﬂzf(nl)-g'(nz), unde 21 ;nz =¥ (2.103)
T

T

2
Este interesant de remarcat existenta urmatoarelor cazuri particulare:
. n=nmn=n
IZ

zlzj ,(n,0)d0 = f(n)-g (n):>— _[W (n,6)d0=|f(n)". (2.104)

2

n1:2n,r12=0

Revista Roméni de Informatica si Automatica, vol. 15, nr. 2, 2005 51



1

= 2w, (n,6)dé = f(2n)-g" (0). (2.105)

;___.NH:

SR

n=2n-1,n=1

7
51; [t w,, (n,0)d6 = f(2n-1)-g"(1). (2.106)
r

Prin urmare, este posibild din punct de vedere teoretic, reconstructia exactd a semnalului plecand de la
transformarea Wigner-Ville in timp discret corespunzatoare, folosind relatiile de mai sus. Totugi, din punct de
vedere practic, acest lucru nu este foarte important avand in vedere ci, pe de o parte, se lucreazd de obicei cu
versiunea filtratd in timp si/sau frecventd a distributiei Wigner-Ville, iar, pe de alté parte, c ceea ce intereseaza

este analiza semnalelor cu ajutorul acestei transformate §i nu reconstructia lor.

2.4 Analiza comparativi a unor semnale folosind distributiile energetice din clasa Cohen

Pentru studiul comparativ folosind reprezentarile timp-frecventa s-a utilizat un impuls modulat liniar in
frecvents, de amplitudine unitara, si a cérei frecventa, normati la frecventa de esantionare, creste liniar de la 0.1
la 0.3. Durata semnalului corespunde la 512 esantioane [Dum03], [Cun94].

In figura 2.1a este reprezentata pseudodistributia Wigner-Ville netezita pentru care semnalul in situatia cand
dimensiunile ferestrelor de netezire de-a lungul axelor temporald si respectiv de frecventd sunt ambele 64, iar
transformata Fourier este calculatd in 512 de puncte. Se observa cd aceasta reprezentare in formé de ,Jlami de
cutit” conserva suportul temporal si de frecventa si cd ofera o imagine precisa a modului cum este distribuité
energia semnalului de-a lungul planului timp-frecventa.

in figura 2.1b este infatisat planul timp-frecventa privit de sus, sub un unghi de 90°. Se poate vedea céat de
subtire este ,lama energeticd” a semnalului de test si in acelasgi timp cit de net se delimiteazd de restul
Jpeisajului”. Figurile 2.1c si d au aceeasi semnificatie ca si cele precedente, doar ca ele au fost obtinute
injumatatind ferestrele de netezire precum si numarul de puncte in care a fost calculata transformata Fourier.

Figura 2.1. Reprezentarea pseudo-Wigner-Ville a semnalului de test.
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Se constati ci acest fapt a dus la micsorarea rezolutiei reprezentarii atat in timp, cét si in frecventd. Un alt efect
al micsorarii ferestrelor si al dimensiunii FFT este acela de crestere a amplitudinii lobilor secundari. Avantajele
utilizarii unor ferestre de analizi de dimensiuni reduse constau in conservarea mai buni a suporturilor temporal i
de frecvents, precum si reducerea timpului de calcul fatd de situatia anterioar, cand aceste dimensiuni erau duble.
Chiar si in aceste conditii, se poate determina pe baza carui tip de semnal a fost realizata o astfel de reprezentare in
situatia in care acesta nu este cunoscut apriori. Se pot face §i estimiri suficient de bune asupra parametrilor
semnalului aflat la originea transformarii. Fereastra de analiza a fost in ambele cazuri de tip Hamming.

Semnalul de test va fi in continuare analizat cu ajutorul altor reprezentiri timp-frecventa din clasa lui Cohen,
cum ar fi distributia Born-Jordan reprezentati in figura 2.2, pentru calcularea céreia s-au folosit ferestre de tip
Hamming. Comparativ cu distributia Wigner-Ville aceasta se prezinti tot sub forma unei ,lame de cutit” ceva
mai groas, deci cu rezolutie mai mica, dar ai carei lobi secundari sunt aproape de neobservat cind dimensiunea
ferestrei H este egald cu 64. Cand dimensiunea ferestrei se micgoreaza la 32, rezolutia se micgoreaza §i lobii
secundari devin vizibili.

Fragrens

Figura 2.2. Reprezentarea Born-Jordan a semnalului de test

Figura 2.3 contine distributiile Choi-Williams ale semnalului cu frecventa liniar variabila, pentru fereastra de
tip Hamming de dimensiuni 64 (a si b) si respectiv 32 (c §i d). O prima observatie care se impune este legata de
semnul pozitiv al distributiei si de amplitudinea mare a acesteia. Rezolutia reprezentirii este aproape la fel de
buni ca si a distributiei pseudo-Wigner-Ville netezitd. Este interesant ca lobii secundari nu au devenit vizibili
pentru nici una din dimensiunile ferestrei de analiza. in schimb, au aparut la nivelul fronturilor semnalului unele
perturbatii perpendiculare pe axa timp si cu suport de frecventa larg, care sunt mai accentuate cénd dimensiunea
ferestrei de netezire este mica.
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Figura 2.3. Reprezentarea Choi-Williams a semnalului de test.

Distributia Zao-Mark-Atlas a semnalului de test este prezentata in figura 2.4. Ca o primd constatare,
amplitudinea reprezentarii este cea mai mica in raport cu celelalte reprezentdri studiate pana acum.

Frierwii

Frersar

Figura 2.4. Reprezentarea Zao-Mark-Atlas a semnalului de test.

Rezolutia reprezentirii este foarte buna, comparativ cu rezolutiile celorlalte distributii.

Micsorarea dimensiunii ferestrei de analizi (la valoarea 32 fata de 64) a condus la aparitia lobilor secundari,
precum si a unor perturbatii la nivelul fronturilor semnalului.

(figura 2.5), care este tot 0 distributie din

A fost 1asati la sfarsit analiza semnalului cu ajutorul spectrogramei
mplé dintre toate. Fereastra folositd a

clasa lui Cohen, cea mai putin performants, dar in acelasi timp si cea mai si
fost de tip rectangular, de dimensiune 64.
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Fcrima

Figura 2.5. Spectrograma semnalului de test.

Din analiza cu ajutorul reprezentarilor timp-frecventa, din clasa Cohen, a unui semnal de test se desprind

cateva concluzii:

.

dintre toate distributiile timp-frecventa investigate, spectrograma ofera rezolutia temporald si in frecventa
cea mai scdzuti;

distributia Zao-Mark-Atlas prezintd amplitudinea cea mai mica;
distributia Choi-Williams este pozitiva si are amplitudinea cea mai mare;
distributia Born-Jordan aproape ¢ nu prezinta lobi secundari;

alegerea ferestrelor de analiza (Blackman, Hanning, Hamming, Bartlett, rectangulard) influenteaza
rezolutiile temporala si de frecventa, ca si nivelul lobilor secundari.

3. Concluzii

Analiza semnalelor tranzitorii, este o sarcini de bazi pentru sistemele de analiza.

Reprezentirile pitratice prezentate, care fac parte din categoria mai largd descrisd de clasa Cohen, ofera

proprietiti excelente de analiza timp-frecventd a semnalelor.

in urma investigatiilor efectuate, pot fi subliniate unele aspecte importante in legaturd cu utilizarea analizei

semnalelor, folosind distributiile timp-frecventa din clasa Cohen si anume:

structura energetici a semnalelor analizate poate fi identificatd si localizatd cu o buna acuratete in planul
timp-frecventa,

atunci cand tipul, durata, frecventa si dispunerea temporald a semnalelor nu sunt cunoscute apriori, acestea
pot fi estimate cu ajutorul distributiilor timp-frecventd;

se intrevede astfel posibilitatea implementirii acestor algoritmi de analizd n sistemele de analizd a
semnalelor tranzitorii,

pot fi alcituite baze de date utile pentru identificarea semnalelor tranzitorii, deoarece ,,semndtura” acestora
poate fi individualizatd cu ajutorul reprezentirilor timp-frecventa.
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