BIGRAFURI COLORATE DE TRANSPORT

Bordea Nicolae Bordea Vasilica
Universitatea Maritimd Constanta Academia Navald” Mircea cel Bawran”
nicolae_bordea@yahoo.com vasilica_bordea@yahoo.com

Rezumat: O retea Petri de transport, descrisi de graful retelei (sau matricea de incidentd) si marcajul retele, ale cérel arce §i marci
primesc atribute de culoare, devine un bigraf colorat. Matricele Pre, Post si de incidentd sunt matrice celulare, vectorii de culoare
substituind elementele matricelor corespunzitoare din bigraful necolorat. Retelei Petri de transport colorate 1 se asociaza vectorul de
marcaj color. Ecuatia fundamentald a refelei colorate permite calculul prin recurenti al vectorilor de marcaj pe baza marcajului
initial 5i 2 matricei de incidentd. Evolutia unui submarin intr-un canal navigabil, in regim de imersie §i de suprafatd este modelata
printr-un bigraf colorat de transport.

Cuvinte cheie: sisteme cu evenimente discrete, retea Petri, bigraf colorat de transport.

1. Introducere

Formalismul retelelor Petri oferd un instrument performant pentru analiza si sinteza sistemelor
dinamice cu evenimente discrete. Topologia, marcajul si proprietatile structurale confera retelelor Petri o
capacitate mare de modelare i simulare a acestor sisteme [1], [2], extensii §i generalizéri ale acestora
fiind aplicate Intr-un context practic variat. Prin crearea extensiei refelei Petri, numitd Retea Petri de
transport (RPt), prezentata in referinta bibliograficd [3], s-a obtinut un model nou pentru problema de
transport maritim, cu o capacitate sporitd de sugestie, comparativ cu graful tip refea Ford [4]. Algoritmi
dezvoltati pe modelul RPt rezolvd probleme de flux si de drum minim cu conditia respectérii cerintelor
specifice problemei de transport. Aspecte multiple ale sistemelor de transport maritim, corespunzatoare
particularité‘gilor acestora, dincolo de flux si drum minim, solicitd cercetdri in vederea generdrii unui
instrument de modelare si simulare care sa tina cont de particularitatile sistemelor mentionate.

Pentru simularea modificarilor intervenite in starea ori pozitiile navelor militare, recurgem la o
extensie a RPt prin atribuirea de culori arcelor si mércilor, obtindndu-se astfel bigraful colorat de
transport. Mentionam ci retelele Petri colorate sunt abordate de autorii lucrarii [5] insd noi adaptdm teoria
retelelor colorate la modelul simplificat numit retea Petri de transport.

2. Bigrafuri colorate de transport

Spre deosebire de retelele Ford, structura retelei Petri este descrisd nu numai prin graful retelei (sau
matricea de incidentd), ci si prin marcajul refelei. De aceea, pentru o refea PETRI coloratd apar doua
probleme: prima este coloratul arcelor bigrafului, iar secunda problemd este coloratul marcajelor
bigrafului. In matricele PRE si POST, culorile arcelor sunt exprimate la fel ca in cazul retelelor FORD,
prin vectori linie m-dimensionali, cu deosebirea ca, in matricea de incidentd, elementul aferent culorii este
+1, dacd arcul este de tip POST, si este -1 dacd arcul este de tip PRE. Aceasta rezultd, in mod automat,
din calculul matricei de incidentd (ca diferenta matricelor Post si Pre ale retelei colorate de transpor?).

in reprezentarea grafici a bigrafului aferent unei retele Petri culorile arcelor (si ale mércilor) pot fi
reprezentate prin diverse simboluri grafice cum ar fi: patrate albe, patrate negre, cercuri, triunghiuri, etc.).
in figura 1, este reprezentat un bigraf de transport, in care sunt folosite doar doud culori: prima culoare o
consideram pe cea reprezentatd prin patratul alb si i se rezervd primul element din vectorul de culoare, iar
cea de a doua culoare (patratul negru) are rezervat ultimul element din vector. Cu aceste precizéri,
vectorii de culoare atagati celor sase arce ale acestui bigraf vor fi:

kZ [O 1 1] pe’ntru arcele (PlyTl)n (TQ,P3),(P3,T4) si (Td.,P,q_)
k, = [1]0] pentru arcele (P2,T2) si (T,,Ps)

il

Pentru matricea PRE a bigrafului, este o matrice celulard 4x3 cu numarul de linii egal cu numarul de
pozitii (liniile aferente respectiv lui P,,P,P;P,) si numarul de coloane egal cu numdérul de tranzitii
(coloane aferente respectiv lui Ty, T5, Ts). Dacé bigraful ar fi necolorat, matricele Wpre si Wpost ar fi cele
din figura 1, iar matricea de incidentd a bigrafului necolorat, W= Wpost-Wpre, este reprezentatd in
aceeasi figurd. Matricele corespondente pentru aceeasi refea, dar colorati, le vom nota respectiv prin:
Apost, Apre si respectiv A. Matricele Apre si Apost se obtin din Wpre si Wpost, prin inlocuirea
elementelor din matrice, egale cu 1, prin vectorii de culoare (k; sau k; definiti mai sus), corespunzatori
arcelor respective iar matricea de incidentd A, in cazul bigrafului colorat, rezultd din celelalte doud
matrice astfel:
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A= Apost — Apre

unde, A, Apost si Apre sunt matrice celulare. Aceste matrice, pentru exemplul de retea considerat, sunt
afisate tot in figura 1. Elementele celulare ale acestor matrice sunt separate ntre ele prin bare verticale. Se
poate observa o perfectd similitudine a acestor matrice celulare cu cele ale bigrafului necolorat, W, Wpost
si Wpre, care sunt afisate in aceeasi figurd.

Figura 1. Bigraf colorat: culoare albi= pitrat alb; culoare neagra= patrat negru

2. Marcajul retelei colorate de transport

Un bigraf de transport este un bigraf conex care contine cel putin un nod de intrare §i un nod de iesire.
Un asemenea bigraf, dar colorat, devine retea Petri coloratd de transport numai daci i se asociazd un
vector celular de marcaj color. Un asemenea vector de marcaj are dimensiunea egald cu numarul # de
pozitii ale retelei, la fel ca in cazul retelelor necolorate de transport, cu deosebirea cg, in cazul marcajelor

Figura 2 .Vectorul de marcaj initial M, al unei retele colorate de transport

colorate, acesta este un vector celular. Fiecare element celular mj,m,,.... al acestui vector este un
vector-linie de culori cu dimensiunea egald cu numirul de culori. Numdrul de culori folosite pentru
marcaj trebuie sa fie egal cu numarul de culori aferente arcelor. In vectorii-linie, culorile sunt ordonate
crescitor, de la stinga la dreapta, ca si in cazul vectorului de culoare a arcelor. Deosebirea in acest caz
este ca elementul aferent unei anumite culori dintr-un vector linie m; contine numarul de marci de
culoarea respectivd, prezente in pozitia Py a refelei. Daca in pozitia Py nu exista nici o marci de culoarea
corespunzitoare, in elementul rezervat culorii se inscrie cifra zero. in reprezentarea grafici a bigrafului
aferent unei retele Petri, culorile marcilor pot fi reprezentate prin diverse simboluri grafice cum ar fi:
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patrate albe, pitrate negre, cercuri, triunghiuri, etc. In figura 2, este reprezentat un bigraf de transport in
care sunt folosite doar doud culori.

Prima culoare o considerim pe cea reprezentatd prin pitratul alb si i se rezerva primul element din
vectorul-linie de culoare, iar cea de a doua culoare (patratul negru) are rezervat ultimul element din vector.
Cu aceste preciziri, vectorii-linie de culoare atasati celor patru pozitii ale acestei retele de transport vor fi:

m;= [1 1], vectorul de culori pentru mércile din pozitia Py;
m,= [0 1], vectorul de culoare pentru marca din pozitia P;
m;= [1 0], vectorul de culoare pentru marca din pozitia Ps;
m,= [0 0], vectorul de culoare exprima absenta marcilor in P,.

Vectorul de marcaj M, pentru intreaga retea coloratd este reprezentat in figura 2.

3. Conditionarea tranzitiilor si ecuatia fundamentala a retelei colorate

In figura 3, este prezentatd imaginea grafica a modificarilor care intervin in vectorii de marcaj in urma
executiei diverselor tranzitii care au preconditiile de executie indeplinite. Ca si in cazul retelelor ordinare,
s-a convenit sa se considere indeplinite conditiile pentru executarea unei tranzitii Tk, numai daca pozitiile
PRE ale tranzitiei contin cel putin cite o marc de aceeagi culoare cu arcele PRE dintre tranzitie i aceste
pozitii din amonte.

Daci se considerd M1 marcajul initial al retelei din figurd, constatim ca aceastd conditie este
indeplinita numai pentru tranzitia T1. Executia acestei tranzitii provoaca retragerea unei marci (de
culoarea arcelor PRE) din pozitiile PRE si adaugd cate o marcd de culoarea arcelor POST in toate
pozitiile POST ale acestei tranzitii. Astfel, marcajul retelei devine cel exprimat de vectorul M2 afisat in
figura 3. Tot in aceastd figurd se pot observa si celelalte modificari produse prin executia celorlalte
tranzitii care, succesiv devin executabile.

Figura 3. Vectorul de marcaj initial M, al unei retele colorate de transport

Ecuatia fundamentald permite calculul prin recurentd al vectorilor de marcaj pe baza marcajului initial
M, si a matricei de incidentd A:

My =My.; + (coloana T, din A)
unde T, reprezints tranzitia care, in My, are conditiile de executie satisfacute.

Matricea 4 de incidentd, a retelei din figura de mai sus, este prezentatd in figura 2. In acest exemplu,
T, =T, iar coloana aferentd lui T, este prima coloani din 4. Cu aceste preciziri, se pot calcula ceilalti
vectori de marcaj pornind de la vectorul initial M, dat:

0-1 00 00
Ms=M;+ 10 =10 ; M;=M,+coloana T, din A= 0 0 etc.

00 00 01

00 00 00
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4. Modelarea prin bigrafuri colorate a modificiirilor intervenite in
pozitia ori starea unor nave dintr-un sistem

Bigrafurile colorate reprezintd instrumente matematice, deosebit de eficiente, pentru simularea
modificarilor in ceea ce priveste starea ori pozitiile unor nave in urma unor evenimente care au loc in
sistem (intalnirea unor nave inamice, intrarea intr-un canal navigabil, epuizarea rezervei de combustibil
sau de proiectile, defectarea unor sisteme de manevrare a navei etc.).

Spre exemplu, bigrafurile i retelele Petri colorate de transport permit modelarea navelor de tipul
submarinelor care pot naviga atit in regim de imersie, cét si la suprafatd, pe diversele portiuni din traseul
care-! au de parcurs.

De exemply, in figura 4, este prezentat un segment dintr-o retea de transport coloraté, care modeleazd
deplasarea unor nave submersibile. Aceste submarine sunt obligate sa tranziteze un canal navigabil, in
regim de imersie (de scufundare). Canalul este modelat prin pozitia P,, de intrare in canal, §i prin Ps,
iesirea din canal. Prin tranzitia 7; se modeleazi tranzitarea canalului.

Figura 4. Segment de retea de transport colorati, care modeleaza deplasarea submarinului in
regim de imersie, printr-un canal navigabil, si deplasarea prin plutire la suprafati, in restul
traseului de navigatie

Matricele PRE = Wpre, POST = Wpost si matricea de incidentd W ale bi grafului (retelei necolorate) sunt:

Wpre =1 0 0 Wpost = [0 0 0 w=[-10 0 P,
010 100 1-10 P, (1
001 010 0 1-1 Py
0 0 0] 00 1] 0 0 1] P4

Aceste matrice exprima doar conexiunile de naturd PRE si POST dintre pozitii si tranzitii, dar nu
contine informatii cu privire la culorile arcelor bigrafului. Pentru eliminarea acestui neajuns, in paragraful
urmétor, se propune utilizarea unei matrice celulare de incidenta pentru adaptarea formalismului retelelor
Petri la cazul bigrafurilor colorate.

5. Modelul algebric al navigatiei unui submersibil

in figura 4, mircile care reprezintd navele de tip submarin sunt pdtrate albe sau negre in functie de
modul de a naviga. Cand submarinul navigheazi la suprafata apei, ptratul este negru §i k=1, iar cénd
submarinul navigheaza in regim de imersie (sub apa) pitratul este alb §i k=2.

in continuare, vom considera ci un vector este de tip coloana daca nu se mentioneazd ca este de tip linie.
Pentru descrierea algebricd, culoarea unui arc intre P; si T; este exprimata printr-un vector-linie ay care are
un numir de elemente egal cu numarul de culori folosite in graful sistemului modelat. Elementului de pe
pozitia k din a; i se atribuie o valoare egald cu cea corespunzatoare wy din matricea de incidentd W a
bigrafului necolorat. Daci ne referim la bigraful din figura 4, culoarea arcului u,;, de tip pre (dintre P, 51 T))
este exprimata de vectorul a;=[-1 0] (adicd negru), iar pentru arcul dintre T, si P, culoarea este
exprimata prin vectorul a;=[0 1] (adica alb) etc. in acest mod, se pot concentra toate elementele intr-o
matrice celulard A, in care unele componente celulare (celulele) a; sunt aferente arcelor din retea, iar restul
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celulelor ajj, care nu au arce corespondente, se considerd aij=[0 0]. Celulele marvicelor si vectorilor vor fi
reprezentate intre doud bare verticale. Astfel, in cazul retelei din figura 4, matricea celulard de incidentd
este de dimensiune 4x3 deoarece reteaua contine patru pozitii si trei tranzitii:

[an anp aps
A= ay ap ay @)
a1 d3; a3
a4 a4 a4 |
In aceasta matrice de incidentd A, sunt reflectate atét culorile arcelor pre, cét si a arcelor post. Aceste
culori pot fi descrise in doud matrice Apre, respectiv Apost, care se pot construi din matricele Wpre si
Wpost, inlocuind valorile unitare cu valorile indicilor k=1 sau k=2 atribuiti culorilor negru §i, respectiv,
alb. Pe baza acestor matrice, Apre, respectiv Apost, se poate construi matricea celulard A4, care contine
toate informatiile necesare privind arcele refelei colorate:

T, T; Ts T, To Ts ., T, Ts
Apre =[|10]|00]|00| P, Apost =[|00][00]|00] P, A=[[-10][00][0 0O}
|00]j01]j00| P [01]|00]j00 P, [01] [0-1][0 0] (3)
[00]]00]|10] P5 [00]|10]|00] Py [00] [10][10]
[001[00]|00[} P, |00[|00[j01[] P4 [00] [00][01]]

Se observi c4, la nivel celular, operatiile si relatiile retelelor Petri necolorate ramén valabile si in cazul
bigrafurilor colorate, in majoritatea lor. De exemplu, in cazul matricelor celulare (3) este valabila relatia:

A=Apost-Apre
care este echivalent3 cu relatia pentru retele Petri:
W=Wpost-Wpre
in care W, Wpost, Wpre, sunt matricele corespondente pentru o retea Petri.

Un procedeu similar se poate folosi §i pentru exprimarea matriceald a marcajului retelei, care trebuie
s4 exprime numarul de mérci din fiecare pozitie P; precum si culoarea acestora, exprimatd prin cifre
k=1,2,..nc asociate culorilor disponibile in reprezentarea retelei. Deci, descrierea marcajului dintr-o
singurd pozitie P; se poate exprima printr-un vector m; care are atdtea elemente céte culori sunt folosite in
retea, adicd nc elemente: m;=[m;(1) ... my(nc)].

Daci numarul de pozitii in bigraf este np, se utilizeaza cate un astfel de vector pentru fiecare pozitie,
rezultind vectorul celular de marcaj:
M=[M,;= [my(l), my(2),...... > my(ne)]
anz[mnp(l): mnp(z);- ) mnp(nc)] ]

in care componentele celulare sunt np vectori, ne-dimensionali (cdte o celuld pentru fiecare pozitie din
retea). Numarul de marci de aceeasi culoare k=1,2, aferent pozitiei P; este inscris In celula m; ( in locul
aferent culorii k£ a marcii respective).

in figura 4, Starea I ilustreaz, prin pétratul negru, pozitia submarinului, navigdnd la suprafata apei,
la intrarea P, in segmentul de retea. Arcul (P, T}) are culoarea indicatd printr-un pdtrat negru fapt care
indici retragerea unui patrat negru din P; atunci cand se executd T, si introducerea unui pdtrar alb in P,
deoarece arcul (T, P,) este colorat in alb (fapt exprimat prin patratul alb de l4nga acest arc). Aceasta
situatie este reprezentat in Starea2, din figura 4.

Asadar, la intrarea in canal, submarinul se scufunda si, in acest caz, are loc executia tranzitiei T} care
are ca rezultat retragerea patratului alb din P, deoarece arcul (P, T») este vopsit in alb si se introduce un
pétrat negru In P; fapt reprezentat in starea 3 din figurd. In continuare, arcele nu mai sunt vopsite, sunt
arce . fara culoare” si, deci, deplasarea mircilor se supune regulilor din retelele necolorate. Asa se explica
faptul ci marca transferatd in P, are aceeasi culoare cu cea din P Succesiunea acestor evenimente din
reteaua prezentata in figura 4 poate fi pusd in evidenta apeldnd la ecuatia de stare a retelei colorate, care
permite calculul vectorului celular de marcaj la pasul t=2, pe baza vectorului de marcaj la pasul anterior
(in starea 1 din figura 4) care, conform conventiei ficute pentru reprezentarea mércilor colorate, vectorul
de marcaj in starea 1 va fi:

M=[[10]
[00] (5)
[00]
[00]]
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Ecuatia de stare a retelei Petri permite calculul recursiv al vectorului de marcaj la pasul 7, pe baza
vectorului de marcaj la pasul anterior #- si a matricei de incidentd /. Cunoscénd starea de inceput, datd
prin vectorul de marcaj initial mj, se pot calcula vectorii de marcaj la pasii urmdtori, m,, m;, ..., folosind
ecuatia de stare:

m, =m ., + coloana T, din[W] (6)
in care T, reprezintd tranzitia a carei executie este declansatd de marcajul m.; iar coloana T, reprezintd
coloana aferenta lui T4 din matricea de incidentd [W].

fn cazul unui bigraf colorat de transport, ecuatia de stare este asemanatoare cu cea a refelei Petri, cu
particularitatea ci matricea de incidenta este celulard, ca si vectorul de marcaj:

M, =M,; + coloana T, din [ 4] (7)

in cazul sistemului de transport, reprezentat in figura 4, in care vectorul de marcaj este M; din (3),
tranzitia T, =7 iar vectorul de marcaj in starea urmatoare M, va fi:

M, =[[10]+[-10] =[]00]
[0 0]+[0 1] |01]
[0 0]+[0 0] |00 |
[0 0]+[00]] ]00]]

Intreaga secventd de executie a tranzitiilor si dinamica marcajelor colorate este urmatoarea:

M1=[[1 O] '9‘Tq=T| > M,= [ [0 0] 9Tq=T2'9 M3=[[0 O] ')quTg"} M4=[[0 0]
[00] [01] [00] [0 0]
[0 0] [00] [10] [0 0]
[0 0]] [00]] [0 0]] (1 0]] @)

Din secventa de start, exprimati prin vectorii celulari din (8), se observa o perfectd concordanta cu
imaginea grafica din figura 4, unde trecerea dintr-o stare in alta s-a obtinut prin inspectarea bigrafului si
prin aplicarea regulii de executie a unei tranzitii, in cazul bigrafului colorat.

6. Concluzii

Teoria algebrica a retelelor Petri ordinare se poate extinde la refelele Petri colorate de transport, cu
conditia ca matricele de incidents §i vectorii de marcaj sa fie inlocuiti cu matricele si vectorii celulari de
marcaj aferenti RPt colorate.

Avantajul reprezentirii structurii bigrafurilor colorate de transport prin matrice celulare consta in
faptul ca relatiile algebrice intre matricele A, Apos §1 Apre aU aceeasi structurd cu cele dintre matricele
bigrafurilor necolorate.

Bigrafurile colorate reprezinti instrumente cu capacitate superioard de modelare a sistemelor de
transport maritim, militar gi civil, dati fiind complexitatea si diversitatea aspectelor acestora.
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