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Rezumat. Prezentim modelul de crestere economicd Ramsey, precum si reprezentarea si solutia acestuia in limbajul GAMS.
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1. Modelul Ramsey

Teoria cresterii economice se bazeaza pe lucrarile de pionierat ale lui Frank Ramsey [1928], care in
scurt timp au devenit un instrument standard in modelarea economici aplicata. fn domeniul economic,
Ramsey a publicat doud lucréri: ,,A Contribution to the Theory of Taxation” si ,,A Mathematical Theory
of Saving”. Acestea au avut un impact deosebit asupra teoriei matematice a economiei, determinénd
utilizarea modelelor din ce in ce mai sofisticate in acest domeniu.

R

Pentru a defini un model de crestere economicd sa
introducem: Cr consumul la momentul de timp 7 si p rata

de discaunt. Fie in acelasi timp M(C ; )0 functie de utilitate
instantanee, care se bucurd de urmdtoarele proprietati:
u(C)= 0, u’(C,)>— 0si u (C,)% 0. Cu acestea,

maximizarea utilitatii (preferinta consumatorului) conduce
la urmitoarea functie de bunistare:

maxW = Tu(C, Ye ~dt.

t=0
Frank Ramsey (1903-1930)

in continuare, si introducem f(K,) functia de productic dependentd de capitalul K, , cu
urmitoarele proprietati: £(0)=0, f'(0)=00 si f'(20)= 0, (Inada [1963] conditions).

Cu acestea, ecuatia de acumulare a capitalului se defineste prin intermediul restrictiei bugetare sub forma:

K. )= 6 +§<_
f( r)i ' dr’

unde termenul dK / df reprezinta investitia netd. Cu alte cuvinte, iesirea este consumati sau investita.

Studiul analitic al acestui model este prezentat in [8], [9]. [18]. Pentru studiul comportdrii numerice
vom introduce o varianti discretd a modelului de mai sus sub forma [19], [14]:

maxW = i[—]—p} u(C,)

S
referitor la:
Y, = f(X,)
Y =C, +1,

K., =(1-86)K, +1,,

unde & este rata de depreciere a capitalului.
De obicei, functia de utilitate %(.) si functia de productie f(.) se definesc sub forma:

u(C,)=1og(C)),
f(K)=aK L7,
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care este o functie de tip Cobb-Douglas, unde L, este factorul de productie determinat sub forma:
L= Q4E) Ly

unde g este rata de crestere a productiei.

Pentru a utiliza acest model, este necesar si tratam orizontul de timp infinit din functia obiectiv. O
solutie foarte simpld si la indemand este da a ignora termenii seriei de la un anumit moment de timp
t=T. Totusi, o solutie mai rafinata considera C, =Cy pentru £ > T, adici de la un moment T
incolo consumul este constant.

fn acest moment, sd introducem o mic# digresiune. Dupé cum stim, pentru orice 0 < a <1, putem scrie:

ee] -1 1_ aT 1
> a' = lim >.a' = Jim B,
=0 T =005 Tswl-a 1-a
Dar,
E o a’
a =
1=0 l_a
si deci,
) © T-1 l 1_ aT aT
Za: _ Za; _ 4t = B _ )
=T =0 1=0 l1—a 1—-a I—CI

Cu acestea, functia obiectiv devine;

=0

1 - 1 I
] 1og(c,)+§,[;;;] log(C;)

1

1+ p
-— lo (C,)+f——i,log(c )
T+ ol BT g g T

OE

B, 1og(C),

1}
<

i
unde:

1+ p)" , reT,
T e+ ), t=T.

Observam c, astfel formulati, problema asociazi o pondere valorii terminale  #(C; ). 1In

experimentele de mai jos, vom vedea ci aceasti pondere este importanta. Mai mult, acest mod de
abordare a problemelor de optimizare cu orizont de timp infinit se poate aplica si in alte contexte.

Trunchierea functiei obiectiv impune introducerea unei restrictii la momentul final T, referitoare la
cerinta unei investifii minime, cu care sa se restarteze mecanismul economic:

I, 2(g+8)K,,
unde, dupa cum am vazut, g este rata de crestere a productieisi 0 este rata de depreciere a capitalului.

Cu acestea un model de crestere economica de tip Ramsey se prezinta sub forma:
T

maxW = Z,B, log(C,),
=0

referitor la:
Y =ak! L, t=01,...,T,
Y, =C, +1, 1=01,...,T,
K,=01-8K,+I, t=0L..T-1,

I 2 (g+ 5Ky,
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unde o (factorul de discaunt), g (rata de crestere a productiei), & (factorul de depreciere a
capitalului), K, (capitalul initial), [, (investitia initiald), C, (consumul initial), L, (factorul de

productie initial), b i @ (coeficienti Cobb-Douglas) sunt parametri cunoscuti.

Observam imediat ca se poate determina coeficientul Cobb-Douglas @ sub forma urmitoare. Avem:

Y,=Co+1,5iY, = f(Ky L)) =aKg Ly’ deci:
ot 1y

A= % b
Ky Ly

2. Expresia modelului in GAMS

Sontext
Model de crestere economicd (echilibru dinamic)Ramsey
Bibliografie:
Frank P. Ramsey, (1928) A Mathematical Theory of Saving,
Economics Journal, December 1928.

http://www.gams.com/~erwin/micro/growth.gms
Sofftext

*

* Date asociate modelului:
*

set "t 'perioadele de timp' / tl*t50 /
SCALARS
rho 'factorul de discaunt’ / 0.04 /
'rata de crestere a productiei' / 0.03 /
delta 'factorul de depreciere al capitalului' / 0.02 /
KO 'capitalul initial’ #3100 T
I0 'investitia initiald’ / 0.07 /
co 'consumul initial' £ 0495 /
L0 'factorul initial de productie ' / 1.00 /
b 'coeficient Cobb Douglas' / 0.25 /
a "coeficient Cobb Douglas'
i’
# Multimi de lucru
%
SETS
tfirst(t) 'primul interval (t0)'
tlast (t) 'ultimul interval (T)'
tnotlast (t) 'toate intervalele de timp f&ra ultimul’
tflrst( )S(ord =1) = yes;
tlast(t)S$(ord(t)= card(t)) = yes;
tnotlast(t) ot tlast(t);
b
PARAMETERS
L{t) 'factorul de productie!
beta(t) 'ponderea utilitdtilor in funcfia oblectiv'
twal: i) 'valoarea numerica a lui t'
tval(t) = ord(t)-1;
*
| * Calculul ponderilor utilitatilor.
* Ponderea asociata ultimului interval de timp (ponderea
* terminald) ‘
* compenseazd folosirea utilitdtilor dincolo de momentul de
* timp T.
*
beta (tnotlast(t)) = power(l+rho,-tval(t));

Erwin Kalvelagen, (2003) An elementary Ramsey growth model.
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beta(tlast(t)) = (1/rho) *power (l+rho,1-tval(t));
display beta;
*

* calculul factorului de productie utilizdnd un proces
| * de crestere exponentiald.
*

L(t) = power(l+g,tval(t)) * LO;
*

* Calculul coeficientului Cobb-Douglas a.
*

a = (CO + I0) / (KO**b * LO**{l-b))

*

VARIABLES
G (L) 'consumul'
Y (t) 'productia’
K{E) "capitalul'
It} 'investitia'
W 'utilitatea totala'
x
EQUATION
utilitate "functia obiectiv, utilitatea'
productie(t) 'functia de productie Cobb-Douglas'
alocare(t) 'ecuatia productiei’
acumulare(t) 'ecuatia acumuldrii capitalului’
fital.te) 'investitia iIn ultimul interval’
utilitate.. W =e= sum(t, beta(t)*log(C{t))):
productie(t) .« Y(t) === a * (K(t)**b) * (L(t)**(1-b));
alocare (t) .. Y(t) =e= C(t) + I{t);
acumulare (tnotlast(t)).. K(t+l) =e~ (1-delta) *K(t) + I(t);
final{tlast) .. I(tlast) =g= {g+delta) *K(tlast);

*

Margini asupra unor variabile pentru a putea evalua functiile.

K.lo(t)
=)

0.001;
0.001;

.Ex(tfirst)
x(tfirst)
JFxltfirst)

KO,
I0;
CO;

*
*
K
&
*
* Conditiile initiale.
*
K
I
G

model ramsey /all/;
solve ramsey maximizing W using nlp;
*

* Afisarea solutiei

*

file resl /growth.txt/

put resl; .
put /"timp C(t) Y(t)y K(t) 1 ;

loop (t, put t.tl:6, C.1(t):6, Y.1l(t):6, K.1{t):6, I.1(t):6 /;);

*End of model

Solutia modelului, corespunzitoare datelor precizate, este prezentata in figura 1.
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Figura 1. Solutia modelului Ramsey
Expresia GAMS a modelului contine instructiunea de afisare a ponderilor [, din functia obiectiv
(display beta;). Valorile acestor ponderi sunt urmitoarele:

e 51 PARAMETER beta ponderea utilit8tilor iIn functia obiectiv

tl 1.000, t2 0.962, £3 0.925, t4 0.889, t5 0.855, t6 0.822
t7 0.790, t8 0.760, t8 0.731, t10 0.703, tll 0.676, tl2 0.650
tl3 0.625, tl4 0.601, t15 0.577, tl6 0.555, tl? 0.534, #18 0.513
tlS 0.494, t20 0.475, t21 0.456, t22 0.439, t23 0.422, t24 0.406
t25 0.390, t26 0.375, t27 0.361, t28 0.347, t29 0.333, £30 0.321
t31 0.308, t32 0.296, £33 0.285, t34 0.274, t35 0.264, t36 0.253
t37 0.244, t38 0.234, t39 0.225, t40 0.217, t4l 0.208, t42 0.200
t43 0.193, t44 0.185, t45 0.178, t46 0.171, t47 0.165, t48 0,158
t49 0.152, £50 3.805

Observiim ci ponderea asociatd momentului final S, are o valoare substantiald. Aceasta aratd incd o

data importanta tehnicii de transformare a seriei infinite din functia obiectiv intr-o suma finita.

O varianta de model Ramsey cu 30 de variabile si 21 de restrictii este prezentatd in [7, pag. 398], unde
se prezinti si solutia acestuia obtinuti cu pachetul SPENBAR [1], (2],[3],[4],[5], [6].

Modele dinamice de tip Ramsey sunt foarte des utilizate in contextul modelérii economice. Putem
mentiona modelul DICE - Dynamic Integrated Climale-Economy dezvoltat de Nordhaus [17]; modelul
TAVF - Transitional Alternative Fuels and Vehicles prezentat de Leiby si Rubin [15] si MEEN - Modeling
the Environment-Economy Nexus al lui Harrison [12]. O clasi speciald de modele, bazatd pe teoria
modelelor dinamice Ramsey, este datd de modelele MARKAL-MACRO [16].
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