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Rezumat: In articolul de fati aritim modul in care a evoluat conceptul de axiomatici (paralel cu cel de stiint,
dezvoltatd pe baze matematice) si il vom pune in contrast cu ideile care au stat la baza stiintei in Antichitate (in
gandirea greceascd, materializata in operele filosofice scrise de Platon si de Aristotel si regasite apoi si in opera
scolasticilor).

Oamenii de stiintd moderni (in special matematicienii) au conceput axiomatica doar ca sa imite structura unei stiinte
veritabile, asa cum a edificat-o Aristotel in Organon. Fara indoiala ca aceasta structurare a datelor stiintifice are un
rol ordonator in explozia informationald de date (care cresc exponential intr-o stiinta care are la bazd empirismul
materiei), dar ea nu poate aduce nici un aport de ordin teoretic in ceea ce priveste fundamentele matematicii si ale
gandirii.

Cuvinte cheie: stiinta, adevar si fals, axiomatizare, formalizare, axioma, postulat, sistem formal, grup axiomatic,
aritmetizarea lui Godel, independenta axiomelor, demonstratie si transformare

Abstract: In this paper we follow the way the axiomatic concept evolved and we are going to put it in contrast with
the Ancient Greek thinking — namely Aristotle, Plato and their followers, the scholastics. Modern scientists,
especially mathematicians conceived Axiomatics only as an imitation of the real structure of a genuine science as it
was conceived by Aristotle in Organon. Since data volume increases exponentially in a science based on empiricism
there is no doubt that this structuring of scientific data has a ranking function in mastering the modern data explosion
but it cannot bring any theoretical contribution concerning the foundations of Mathematics and modern thought.

Key words: science, truth and false, axiomatization, formalization, axiom and postulate, formal system, axiomatic
group, Godel’s arithmetization, demonstration and transformation

1. Introducere

In articolul de fati vom ardta modul in care a evoluat conceptul de axiomatica (paralel cu
cel de stiinta, dezvoltatd pe baze matematice) si il vom pune in contrast cu ideile care au stat la
baza stiintei in Antichitate (in spetd, gdndirea greceascd, materializata in operele lui Aristotel).

O datd cu caderea Scolasticii si aparitia Renasterii, gandirea a parasit dogmele in care
Thomas de Aquino l-a ferecat pe Aristotel si s-a indreptat din nou spre realitatea exterioara si
cunoasterea ei. Pentru aceasta, ea avea nevoie de un aparat puternic cu care sa palpeze lumea
materiald, din care sa scoatd legile naturii. Ganditorii Renasterii s-au indreptat spre matematica,
aceasta avand o simbolisticd mostenita de la scolastica, dar care nu mai era pusa in miscare de
intuitia de tip aristotelic, susceptibila sd provoace confuzii.

Totusi, structura axiomatica aristotelicd a stiintei a predominat pana in timpul nostru, mai
precis pana la inceputul secolului nostru. In aceasti conceptie, stiinta trebuie sa plece de la
evidente si sa aibd o bazd empiricd (fiindca «evidentele», desi sunt descoperite de intelectul
«superior» sau «activ», sunt extrase din materia individualizata). Cu aceasta, stiinta are o dubla
fata: noetica si ontologica.

De pe la anul 1600 (dezbaterile istorice pot fi urmarite insa mult mai departe, pand in
Antichitate), stiinta lui Aristotel se bifurca: pe de o parte, avem numai fata rationala a stiintei, pe
de alta, numai fata empirica a stiintei.

De exemplu, rationalismul — aga cum este profesat de Descartes —, se inspird in primul rand

din ideile aristotelice de evidenta si din postulatul deductibilitatii, pe cdnd empirismul Iui Locke
se inspira mai cu seama din aspectul empiric al conceptiei Stagiritului.
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2. Conceptia moderna despre stiinta

In aceste conditii, apare o noud viziune asupra stiintei, bazatd pe schimbarea de optica
asupra matematicii, chemata sa aiba rolul determinant. Kant o va afirma in mod hotarat: o stiinta
exista in masura in care are inglobata 1n ea matematica.

Daca se examineaza un anumit domeniu stiintific, se vede ca faptele care apartin acestui
domeniu sunt puse intr-o anumitd ordine. «Ordinea aceasta — scrie David Hilbert in
Axiomatisches Denken (1918) — este obtinutd intotdeauna cu ajutorul unui anumit sistem de
concepte, astfel incat fiecarui obiect individual din cadrul domeniului stiintific respectiv 1i
corespunde un concept al sistemului, iar fiecarui fapt din cadrul domeniului ii corespunde o
relatie logica intre concepte. Sistemul de concepte nu este altceva decét teoria domeniului
stiintificy.

Problema sistemului de concepte si a ordinii din interiorul lui a devenit ea insasi o problema
a metodei stiintifice §i poartd numele de axiomatica.

In secolul al XIX-lea s-au precizat citeva fapte care au condus mai tirziu la o noui
conceptie despre axiomatica. Mai Intai, incercarile istorice de a demonstra postulatul lui Euclid
s-au dovedit zadarnice. Printr-o revolutie a gandirii, Bolyai si Lobacevski reusesc simultan, desi
independent, sd construiascd geometrii perfect coerente, considerand ca postulatul Iui Euclid
este fals. S-au putut astfel construi corpuri de propozitii geometrice perfect articulate, desi s-a
eliminat din grupul de propozitii axiomatice celebrul postulat.

In a doua parte a secolului, matematicienii s-au ocupat in mod special de bazele logice ale
stiintei lor. Lucrarile lui Dedekind si Cantor au fost decisive in aceasta directie; ele s-au finalizat
in teoria multimilor, menitd sa fundamenteze aritmetica si prin aceasta analiza §i, prin urmare,
matematicile in intregime.

Totusi, teoria multimilor s-a izbit de la Inceput de cateva dificultati, dintre care cea mai
grava a fost aceea cd 1n interiorul ei s-au ivit unele contradictii imposibil de evitat. Pentru a le
inlatura, matematicienii si logicienii s-au gandit sa apeleze la axiome suplimentare, care sa
impiedice construirea unor propozitii susceptibile sa degenereze in contradictii.

Faptele de genul acesta s-au multiplicat in special la Inceputul secolului nostru, cand fizica a
dat, In unele experiente, peste situatii imposibil de explicat si de admis. Se stie ca experientele
lui Michelson - Morley pentru masurarea vitezei absolute a Pamantului au dat un rezultat
absurd: cu toatd precizia uimitoare a aparatelor de masurd si cu toate cd experienta a fost
repetatd, luandu-se cele mai mari precautii, rezultatul acestor masuratori a condus la concluzia
inadmisibila ca Pamantul este nemiscat, cd are viteza zero. Pentru a explica acest rezultat — si
numai pentru aceasta —, a trebuit sd se introducd o axiomd arbitrara: aceea a contractiei
dimensiunilor unui corp n miscare in raport cu viteza pe care o are.

Aceastd axioma a fost acceptata de oamenii de stiinta, iar Einstein a admis Tn mod explicit
ca ea este imposibil sa fie verificata sau confirmatd. Sub autoritatea lui, odata facut inceputul
acesta, fizica nu a mai tinut deloc seama de indicatia aristotelicd a evidentei adevarului
unei axiome, ci a deschis larg poarta admiterii axiomelor, devenite acum ipoteze, daca
acestea sunt capabile s explice rezultatele experimentale luate in consideratie. Cu alte
cuvinte, pardsind structura aristotelica a teoriei, care incepe de la adevaruri evidente
(nedemonstrate) si sfarseste Tn adevaruri demonstrate, stiinta moderna a rdsturnat teoria; ea
cautd axiome-ipoteze care sa explice faptele sau sd le prevada, fard a se mai interesa de
axiomele de la care pleaca.

Epoca noastrd concepe axiomele unei teorii stiintifice ca fiind simple elemente
organizatorice ale schemei conceptuale a teoriei; ele au un rol metodologic si nu un caracter
noetic. De unde libertatea de a alege axiomele asa cum vrem — bineinteles in anumite limite — si
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de a construi teorii asa cum voim, cu sau fara unele axiome.

Vom preciza acum caracteristicile acestei conceptii, care nu apare brusc, ci este intrevazuta
inca din secolul al XVIl-lea. De exemplu, J. H. Lambert (Theorie der Parallellinien, 1786)
cercetind teoria paralelelor, isi di seama ca «fundamentarea geometriei trebuie sia faca
abstractie de reprezentarea lucrului» si cd «demonstratiile trebuie sa fie expuse pur simbolicy.

Concluzia aceasta este o consecintd necesard dacd nu se mai are in vedere adevirul
propozitiilor primitive, ci studiul compatibilitatii tuturor propozitiilor unei teorii, asa cum este
cazul cu sistemele formale actuale.

Cel care a enuntat insd pentru prima datd conditiile axiomatice ale unei teorii in forma
moderna este Moritz Pasch in Vorlesungen iiber die moderne Geometrie (Leipzig, 1882). El
desparte cu toatd rigurozitatea conceptele matematice in doud categorii: definite si nedefinite.
Propozitiile sunt grupate de asemenea in doud categorii: propozitii principale si propozitii
demonstrate. Ideea lui Pasch este urmitoarea: matematica pune in evidentd relatii intre
conceptele matematice, care trebuie sa corespunda faptelor din experientd, dar in marea lor
majoritate nu sunt imprumutate din experientd, ci «demonstrate». De fapt, scrie el, daca
geometria vrea sa fie cu adevarat deductiva, trebuie ca procesul deductiei si fie peste tot
independent de sensul conceptelor geometrice, asa cum trebuie sa fie independent de figuri; se
pot lua in considerare numai relatiile dintre conceptele geometrice incluse in propozitiile,
respectiv, in definitiile folosite. In cadrul deductiei, este desigur permis si util — dar in nici un
caz necesar — sd ne gandim la semnificatia conceptelor geometrice care apar; in cazul ca acest
lucru devine necesar Inseamna tocmai cd deductia are lacune, cé propozitiile premergétoare sunt
insuficiente ca mijloace de demonstratie.

Ideea cd demonstratia — si cu aceasta teoria Intreagd — trebuie sa fie independenta de
semnificatia conceptelor (si prin aceasta a propozitiilor) a fost teoretizatd de David Hilbert.
Pentru el, problema fundamentelor logice ale matematicilor este o problema despre matematica,
iar stiinta care se va ocupa de aceastd problema va fi mefamatematica. Aceasta este o logica
speciala, care nu este independentd de matematica: notiunile fundamentale logice presupun
notiuni fundamentale aritmetice si notiunile matematice presupun notiuni de baza logice.
Intregul sistem logico-matematic al unei teorii va consta dintr-un angrenaj de simboluri, fiindca
el elimina explicit orice continut din aceste simboluri. Asa cum spune Reymond in lucrarea Les
principes de la logique et la critique contemporaine, «este un joc de forme pure, caci din datele
primitive nu se considera decat capacitatea lor de a fi ordonate Intr-un mod sau altul si formele
noi ce se construiesc nu sunt decat relatiile originare, privite din alt punct de vedere».

Iatd cum procedeazd Hilbert (Uber die Grundlagen der Geometrie, 1902) pentru a construi,
de exemplu, sistemul formal al geometriei euclidiene.

Concepem, spune el, trei sisteme de obiecte: numim obiectele primului sistem puncte si le
notdm cu 4, B, C, ...; numim obiectele celui de-al doilea sistem drepte si le notam cu a, b, c, ...;
numim obiectele celui de-al treilea sistem plane si le notam cu a, B, v, ...; punctele se mai
numesc §i elemente ale geometriei liniare, punctele si dreptele se numesc elemente ale
geometriei plane si punctele, dreptele si planele se numesc elementele geometriei in spatiu.

Concepem, spune Hilbert mai departe, punctele, dreptele si planele in anumite relatii
reciproce §i numim aceste relatii prin cuvinte ca: «a fi situaty, «intre», «a fi paralely,
«congruent», «continuuy»; descrierea exacta a acestor relatii se obtine prin axiomele geometriei.

Putem imparti axiomele geometriei 1n cinci grupe; fiecare grupa exprima anumite fapte
fundamentale care apartin impreund intuitiei noastre. Aceste grupe de axiome le numim in
modul urmator:

I, — Iy opt axiome de incidentd;
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II, — Il patru axiome de ordonare;
III; — s cinci axiome de congruenta;
IV axioma paralelelor;

V.-V, axioma de continuitate.

Aceste axiome au nevoie de 0 examinare mai aprofundata. In primul rand, pentru a asigura
coerenta sistemului, ele trebuie sd fie necontradictorii; in al doilea rand, ele trebuie sa fie
independente, in sfarsit, ele trebuie sa fie complete, pentru ca toate teoremele sa poata fi deduse
din aceste axiome.

Hilbert isi alege atatea axiome cate 1i trebuie, si aceasta in mod liber. El reconstruieste astfel
geometria Intr-un mod care sd 1i dea o schema conceptuala riguroasa, dar nu tine seama de
modul constructiei ei naturale si istorice. Rezultatul acesta este o consecintd a conceptiei
moderne despre adevarul propozitiilor matematice si in special al axiomelor: acestea, fiind
golite de continut, sunt golite si de adevar, iar acceptarea lor se face prin alegere libera.

De la aceasta conceptie — a libertitii de alegere a axiomelor —, s-a ajuns la ideea ca ele
sunt conventii. Primul care a enuntat In mod explicit ideea ca axiomele geometriei sunt
conventii a fost celebrul matematician francez Henri Poincaré. latd textual ce scrie el (La
science et [’hypothése,1909): «Axiomele geometriei nu sunt deci nici judecati sintetice apriori,
nici fapte experimentale. Ele sunt conventii; alegerea noastra, dintre toate conventiile posibile,
este ghidata de fapte experimentale, dar ea este /ibera si nu este limitatd decat de necesitatea de
a evita orice contradictie. In felul acesta, postulatele pot riméane riguros adevirate, chiar atunci
cand legile experimentale care determina adoptarea lor nu sunt decat aproximative. Cu alte
cuvinte, axiomele geometriei (nu vorbesc de cele ale aritmeticii) nu sunt decit definitii
deghizate». In conceptia moderna a teoriei, punctul de plecare este prin urmare conventional.
Acest lucru apare in mod natural, o data ce continutul conceptelor §i propozitiilor nu trebuie sa
mai joace nici un rol in desfagurarea teoriei. Conventionalismul si formalismul sunt o consecinta
naturald a conceptiei conform careia axiomele sunt numai necesitati metodologice, pentru a da
posibilitatea construirii unei teorii, dar nu au nici un caracter noetic §i nu se poate pune
problema daca ele sunt adevarate sau nu.

Examinarea atentd a constructiei unei stiinte a condus la separarea riguroasa a partilor din
care aceasta este compusa. S-a vazut astfel cé o serie de concepte si de propozitii sunt acceptate
in fruntea unei stiinte fard a fi definite si, respectiv, fard a fi demonstrate; alte concepte sunt
introduse prin definitie, fiind formate cu ajutorul unor procedee de definire date, cu ajutorul
primelor concepte; o serie de propozitii sunt derivate prin procedee date de derivare, din
propozitiile acceptate fara demonstratie. Descrierea completa si explicitd a diverselor parti ale
unei stiinte, a procedeelor de definire si de derivare utilizate in cadrul ei, a conditiilor pe care
trebuie sa le indeplineasca partea zisa axiomatica (concepte si propozitii «primitive», acceptate
in cazul stiintei respective) formeaza obiectul metodei axiomatice.

Pentru Hilbert, tot ceea ce poate constitui, in general, obiectul gandirii stiintifice, revine
metodei axiomatice §i prin aceasta revine mijlocit matematicii. El crede ca metoda axiomatica
ne face sa sesizam cu adevarat esenta gandirii stiintifice, iar aceastd metoda este de fapt metoda
matematicd. De unde credinta lui Hilbert, exprimata astfel in incheierea studiului citat: «Sub
auspiciile metodei axiomatice, matematica pare a fi chematd sa detind un rol conducitor in
cadrul stiintei in general». Cu alte cuvinte, metoda axiomaticd este metoda matematica de
construire a unei stiinte si ea tinde sd devina metoda prin excelentd a oricarei stiinte.

In rezumat, metoda axiomaticd descrie in mod explicit organizarea internd a unei stiinte,

punand in evidentd toate categoriile de obiecte si de propozitii care apar in interiorul stiintei
respective i motivele in virtutea carora ele sunt acceptate.
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3. Conditiile pe care trebuie sa le satisfaca grupul axiomatic

Preocuparea pe care au avut-o ganditorii din Antichitate in ceea ce priveste edificarea unei
teorii era sd gaseasca in primul rand conditiile adevarului unei propozitii, adica acele criterii din
afara teoriei care fac ca notiunile primitive §i propozitiile primitive sa fie acceptate.

Aristotel ne da in Analitice conditiile pe care trebuie sa le Indeplineasca axiomele pentru a
avea pozitia statutului de prim motor al unei demonstratii stiintifice. Prin aceasta el face
distinctia netd intre adevarurile de la baza unei teorii si adevarurile care derivd din acestea.
Primele trebuie sd fie mai bine cunoscute decét cele din urma, altfel nu avem stiintd. Dar
cunoagterea lor nu se face prin demonstratie, ci prin intelectul activ, printr-o contemplare, adica
0 viziune directd.

Daca aceastd idee este parasitd, nu mai existd decat o singura preocupare: aceea a stabilirii
raportului interior, dintre elementele teoriei.

Schema formald generala a unei teorii deductive apare astfel:

I. Partea axiomatica:

1. Termeni nedefiniti;
2. Propozitii primitive (axiome);
3. Reguli de derivare
a) pentru termeni (definitii);
b) pentru propozitii (reguli de deductie).
II. Partea derivata:
4. Termenii definiti;
5. Propozitiile demonstrate (teoreme).

In general, se considera ca parte axiomatici numai grupul de propozitii primitive (axiome)
dar, dupd cum se vede, termenii nedefiniti, precum si regulile de derivare (a termenilor si
propozitiilor) fac parte din grupul axiomatic. Atat regulile de definire, cat si regulile de deductie
sunt acceptate axiomatic si ele deci trebuie sa fie supuse unui examen tot atat de riguros ca si
axiomele propriu-zise ale unei teorii deductive. Ceea ce, in general, nu s-a facut si s-au acceptat

reguli de definitie si de deductie printr-o alegere liberd, fard a se demonstra ca ele sunt necesare
si suficiente.

Iatd acum modul in care Rudolf Carnap expune in Abriss der Logistik (Viena, 1929)
conditiile interioare pe care trebuie sa le satisfaca termenii primitivi si axiomele unei teorii.
Toate acestea privesc numai dependenta lor reciproca.

Termeni

— Conceptele domeniului vor fi ordonate in modul urméator: anumite concepte — «conceptele
fundamentale» — vor fi agezate la Inceputul teoriei.

— Toate celelalte concepte vor fi «concepte derivate» din acestea prin definitii. Sistemul
conceptelor fundamentale este supus urmatoarelor conditii:

— Conceptele fundamentale trebuie si fie suficiente pentru definirea celorlalte concepte.
— Definitiile trebuie sa fie necontradictorii.

— Conditia de economie. Conceptele fundamentale trebuie sa fie necesare pentru definirea
celorlalte concepte. Cu alte cuvinte, grupul de concepte fundamentale trebuie sa fie insuficient
daca se elimind unul dintre ele; sau nici unul dintre aceste concepte nu poate fi definit din
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celelalte concepte fundamentale (conditia de independenta).

Proporzitii

— Propozitiile domeniului vor fi ordonate in modul urmator: anumite propozitii —
«propozitiile», «axiomele» —, vor fi agezate la Inceputul teoriei.

— Toate celelalte propozitii vor fi derivate ca teoreme din axiome.
Sistemul axiomelor este supus urmatoarelor conditii:

— Axiomele trebuie sa fie suficiente pentru deducerea celorlalte propozitii.
— Axiomele trebuie sa fie necontradictorii.

— Conditia de economie. Axiomele trebuie sd fie necesare pentru deducerea celorlalte
propozitii; sau, altfel, grupul axiomatic de propozitii trebuie sa fie insuficient daca se elimina
una dintre axiome; sau inca, nici o axioma nu poate fi dedusa din celelalte axiome (conditia de
independentd).

Pe scurt, termenii primitivi si propozitiile primitive trebuie sa satisfacd urmaitoarele trei
conditii: 1) suficientd; 2) necontradictie; 3) independenta.

Cercetarea si gasirea unor metode de rezolvare a acestor trei conditii fac in special obiectul
axiomaticii §i au ridicat probleme dificile.

Se vede ca ceea ce deosebeste axiomatica moderna de cea aristotelica este tocmai punerea
acestor probleme, a caror rezolvare cere eforturi foarte mari. De altfel, rezolvarea acestor
probleme nu s-a putut face decat in cazuri particulare. Vom sublinia ca aceste trei probleme s-au
ivit tocmai din cauza continutului conceptului de teorie din matematicile moderne care,
nemaiavand un contact cu realitatea care sa o garanteze, a trebuit sa fie o schemd care se
garanteaza singura.

4. Sistemele formale

Dupa cum se remarca din cele spuse anterior, de la Aristotel si pana In timpul nostru,
conceptul de teorie deductiva a suferit o serie de modificari. J. Vuillemin crede ca poate distinge
in aceasta evolutie trei etape.

1. Prima etapa corespunde axiomaticii materiale. Geometria, dioptrica si catoptrica lui
Euclid, statica lui Arhimede, mecanica cereasca a lui Newton, termodinamica lui Clausius sunt
exemple de stiinte de acest tip. La stadiul acesta se disting, intr-o teorie stiintifica, principii
nedemonstrabile sau «propozitii imediate» §i teoremele pentru a putea reiesi in mod clar care
sunt principiile de care depinde o teorema. Aici, definitiile sunt explicite: cuvintele limbajului
axiomatic sunt semne care se refera la lucruri existente, carora ele le dau un criteriu distinctiv
fie cd sunt lucruri concepute ca existente in mod real (cand se dau in plus procedeele de
constructie), fie ca sunt concepute ca fiind numai posibile.

2. A doua etapa corespunde axiomaticii formale, care este un nou grad de abstractie. Nu se
mai admit lucruri a caror realitate sau posibilitate ar preceda de drept stipulatiile axiomelor si ar
risca totdeauna sa le debordeze in fapt, ci se substituie definitiilor explicite definitii implicite.
La acest stadiu, trebuie sa fie eliminate toate elementele care, prin efectul habitudinilor mentale,
sunt adaugate stipularilor efective, pentru a nu admite decat pe acelea pe care le comanda
axiomele. Sistemele se constituie atunci independent de diverse interpretdri posibile sau de
modele care ar putea fi date. Ele devin forma unei teorii ca putand a priori s trateze cu acelasi
succes toate aplicatiile izomorfe. Cartea a V-a a Elementelor lui Euclid, silogistica lui Aristotel,
axiomatica lui Zermelo etc. pot ilustra ca exemple o asemenea axiomaticad formala.
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3. Axiomatica formalista se distinge de axiomatica formala si aduce in plus o teorie proprie
a demonstratiei. Logica propozitiillor la stoici anticipeazd acest stadiu atins abia de
metamatematica lui Hilbert. Singurele probleme care se pun pentru un sistem formal sunt acelea
de necontradictie, suficientd si independenta. Intreg sistemul este construit prin alegere libera.

Explicatiile care insotesc axiomele si regulile sistemului nu sunt indispensabile; ele sunt
destinate numai sa faciliteze lectura expresiilor simbolice. Sistemul are un sens prin el insusi,
independent de orice explicatie sau interpretare.

Iatd acum ceea ce este caracteristic acestei axiomatici formaliste, asa cum precizeaza
Ladriére: «Trecerea la axiomatica formald modifica profund sensul axiomaticii: prioritatea care
este acordatd enunturilor luate ca punct de plecare devine intr-adevar relativd. Ea nu mai este
fondatd pe simplitate sau pe un mai mare grad de evidentd, ci numai pe comoditate. Alegerea
enunturilor initiale devine in intregime arbitrara. In principiu, orice sistem de enunturi poate fi
luat ca sistem de axiome; singurul lucru care intereseaza este sa se poatd deduce din ele intreaga
teorie. Cu alte cuvinte, sistemul axiomatic nu mai are ca scop de a face sa apara ordinea naturala
care exista intre enunturile unei teorii, ci de a introduce o ordine care, in sine, poate fi oricare».

5. Constructia unui sistem formal

Iata n continuare modul in care se construieste un sistem formal in mod axiomatic si care
sunt problemele care se ridica cu privire la el.

Dupa cum s-a vazut, conceptul de teorie deductiva a fost inlocuit cu acela de sistem formal.
Un sistem formal, spune Ladriére, este o multime de teoreme care se obtin cu ajutorul unor
reguli precise si obiective. Ladrieére gaseste doud parti distincte intr-un sistem formal: o parte
morfologicd, care descrie constituentii sistemului, si o parte axiomaticd, ce defineste o clasa de
teoreme.

A. Morfologia
Aceasta cuprinde douad parti:

1. Componentele sistemului, care va cuprinde:
a) o listd de componente primitive;
b) o listd de operatii asupra acestor componente;
c) reguli de formare, cu ajutorul carora se pot fabrica noi componente, plecand de la
cele primitive.
2. Proporzitiile sistemului (asamblaje de semne care au un sens), parte care va indica:
a) o listd de operatori propozitionali;
b) reguli de formare, care indici cum se pot forma, cu ajutorul componentelor

sistemului, propozitii elementare si cum se pot obtine din acestea propozitii complexe.

B. Partea axiomatica

Aceasta va cuprinde:
a) o lista de propozitii considerate valabile (axiome);

b) reguli de derivare, cu ajutorul cérora se obtin propozitii valabile din altele valabile.

Cu privire la un sistem formal, H. B. Curry (Some Aspects of the Problem of Mathematical
Rigor, 1941) considera ca sunt trei lucruri care trebuie mentionate in mod distinct: prezentarea,
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reprezentarea $i interpretarea.

1. Prezentarea unui sistem

Aceasta este constructia formala a sistemului sau formularea lui cu ajutorul unei multimi de
simboluri.

2. Reprezentarea unui sistem

Punerea in corespondenta biunivocd a componentelor primitive cu elementele unei clase
bine definite de obiecte se numeste reprezentarea sistemului. Aceasta inseamna o «concretizarey
a sistemului.

3. Interpretarea unui sistem

Interpretarea difera de reprezentare deoarece corespondenta se face intre propozitiile
elementare ale sistemului §i o clasd datd oarecare de enunturi, al caror adevar (sau falsitate) este
determinat, in mod independent de sistem. Propozitiilor derivabile din sistem le corespund
atunci enunturi adevarate.

In definitiv, constructia sistemului ca sistem este un simplu joc de simboluri, conform unor
reguli precis date. Sistemul capatd un sens ad hoc prin interpretarea lui, §i anume un sens
teoretic.

Pentru mai multd precizie, vom adauga ca, din punct de vedere tehnic, interpretarea unui
sistem se leaga de notiunea de model. latd cum descrie notiunea de model Ladriére.

Un model este o multime de elemente Mr puse in corespondentd cu componentele unui
sistem S, astfel Incat:

1. propozitiilor din sistemul S le corespund enunturi formate cu elementele multimii Mn;
2. se poate determina, independent de sistemul S, daca un atare enunt este adevarat sau fals;

3. propozitiilor derivabile din S le corespund enunturi adevarate din Mn.

Interpretarea unui sistem revine astfel la construirea unui model pentru sistem.

6. Multiplicitatea modelelor

Am vazut ca sistemul capata o interpretare In momentul in care i se construieste un model.
Sistemul formal, fiind construit arbitrar, nu are nici o legatura cu modelul cu care este pus in
corespondentd biunivoca. De unde rezulta in mod principial posibilitatea de a construi oricéte
modele voim pentru acelasi sistem. Acest lucru este considerat de catre unii filosofi ai
matematicilor ca un progres fatd de axiomatica veche. Interpretarea arbitrara a unui sistem este
insa o consecinta inevitabild a constructiei lui conventionale si lipsite de orice contact din afara.
Aceasta Inseamna: deoarece un sistem poate avea o serie infinitd de modele, structura logico-
formald pe care o dd acelui model nu apartine in mod esential modelului. Cu alte cuvinte, nu
avem aici decat urmatoarele alternative:

1) sau sistemul formal nu reprezintd nici o structurd, de aceea poate avea interpretari
diferite, prin modele diferite;

2) sau el reprezintd numai o schemd ordonatoare conventionald, pentru ca modelul s fie
organizat, dar nu avem nici o indicatie ca el ar fi chiar organizarea propozitiilor adevarate din model.

Am putea da o serie de exemple pentru a ardta cd asemenea constructii axiomatice arbitrare
nu au nici o putere de a arata specificitatea unui model (adicd a unei multimi de propozitii
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adevarate): de pildd, faptul cd in sistemul formal al Iui Russell si Whitehead din Principia
mathematica existad o pluralitate de sisteme de numere naturale. Cum am spus, acest rezultat este
imposibil de evitat pentru orice sistem formal construit axiomatic in mod arbitrar, fiindca in
felul acesta el nu se poate pune in corespondenta cu un model unic, a carui specificitate ar reda-
0, ci cu o serie infinitd de modele. Pe 1anga acestea, Russell mai introduce si o serie de axiome
cu care incearcd fundamentarea aritmeticii: Teoria (ramificatd) a tipurilor, Axioma infinitului,
Axioma alegerii, Axioma de reductibilitate.

Faptul acesta (al pluralitatii sistemelor de numere naturale) este caracterizat de Fraenkel si
Bar-Hillel (Le probleme des antinomies in «Revue de Métaphysique et de Morale», 1939)
astfel: «Exista 1n aceasta teorie (a lui Russell), fapt aproape paradoxal, o infinitate de clase vide.
Dar si mai neasteptat si mai de necrezut pentru matematicieni este existenta unei pluralitati de
sisteme de numere (naturale). Se definesc numerele de clase, anume drept clasele tuturor
claselor (de un acelasi tip) echivalente cu o clasd determinata, si fiecare tip antreneaza existenta
unui sistem propriu de numere. Aceastd consecinta este destul de neplacuta, mai Intdi, prin
impresia penibila pe care o da, apoi — si mai ales —, pentru ca ea pretinde Intrebuintarea unui
formalism complicat, necesar tratarii acestei pluralititi de sisteme de numere».

7. Independenta axiomelor

Am notat cd ideea de independentd a axiomelor, in raportul lor reciproc, isi are originea in
pozitia speciald a postulatului lui Euclid in cadrul geometriei. S-a vazut cd putem scoate acest
postulat din grupul axiomatic, cd putem sa il inlocuim chiar cu o propozitie contradictorie fata
de el, si totusi se poate construi o teorie a unei geometrii neeuclidiene perfect coerentd. Prin
urmare, postulatul lui Euclid este independent fata de celelalte axiome.

Notiunea de independenta are doua aspecte, care in general nu au fost concepute distinct:

1) independenta unei axiome fatd de celelalte din grupul axiomatic al unei teorii Tnseamna
imposibilitatea deducerii ei din celelalte. Este o exigentd economicd — conform adagiului lui
Ockam — conform careia principiile nu trebuie multiplicate, si aceastd conditie este perfect
justificatd. Schema conceptuala a unei teorii va fi cu atdt mai bine sesizatd, cu cat este mai
simpla, cu cat va avea mai putine axiome.

2) in cadrul axiomatizarii moderne, independenta axiomelor aratd 1nsa si posibilitatea de a
introduce in grupul axiomatic o propozitie (independenta de celelalte) in mod arbitrar sau de a
scoate o astfel de propozitie din grupul axiomatic. Aceastd idee apare de la prima vedere bizara.

Ce Inseamna faptul cd o axioma este independenta? Pentru sistemele formale, aceasta
inseamna cd axioma nu este deductibild din celelalte. Sa revenim la postulatul lui Euclid. In
lucrarea Mecanismul logic al matematicilor (Bucuresti, Edit. Academiei, 1968), Anton
Dumitriu arata semnificatia pluralitatii geometriilor:

1. geometria euclidiana cu postulatul lui Euclid valabil, in care suma unghiurilor unui
triunghi este egald cu doua unghiuri drepte;

2. geometria neeuclidiana de tipul Lobacevski-Bolyai, cu postulatul lui Euclid nevalabil
(printr-un punct exterior unei drepte se pot duce doud drepte paralele la dreapta datd) si cu suma

unghiurilor unui triunghi mai mica decat doua unghiuri drepte;

3. geometriile de tipul Riemann, cu postulatul lui Euclid nevalabil (nu se poate duce nici o
paraleld) si cu suma unghiurilor unui triunghi mai mare decat doua unghiuri drepte.

Geometria lui Euclid 1si gaseste realizarea pe plan; Beltrami (1868) a aratat cd geometria lui
Lobacevski-Bolyai poate fi realizatd pe o pseudosfera, care este o suprafatd reald de rotatie,
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nascuta prin rotirea curbei numite tractrice. Dreptele din plan devin geodezicele pseudosferei.

Geometria lui Riemann (fara paralele) 1si gaseste realizarea pe o sferd reala, unde cercurile
mari inlocuiesc dreptele din plan.

Dar aceste suprafete — planul, pseudosfera si sfera —, pe care au loc geometriile respective,
sunt suprafete cu curbura lui Gauss constantd. Aceasta este nuld pentru plan, este negativa in
cazul pseudosferei si pozitiva in cazul sferei.

Cu toate aceste rezultate, din care se vede imediat cad suma unghiurilor unui triunghi,
precum si valabilitatea postulatului lui Euclid sunt in legaturd directd cu notiunea de curbura a
suprafetei, logicienii si matematicienii nu au tras nicio concluzie in ceea ce priveste natura
dreptelor paralele. Dar notiunea de drepte paralele depinde de notiunea de dreaptd. Definitia lui
Legendre — «dreapta este drumul cel mai scurt intre doua puncte» — este exprimarea unei intuitii.
Ca acest drum este pe plan este subinteles, dar nu este introdus in definitie printr-un caracter
specific si explicit. Existd insd drumuri — cele mai scurte — si pe alte suprafete. Acestea sunt
curbele geodezice ale suprafetelor si sunt in legatura directd cu curbura suprafetei pe care se
gasesc. Definind dreapta ca fiind drumul cel mai scurt intre doud puncte, am omis sé specificam
ci ea este pe plan si si o legam de un caracter specific planului. in fond, nu am definit decat
notiunea generala de geodezica, definind dreapta ca fiind drumul cel mai scurt intre doua
puncte; cu alte cuvinte, nu am dat decat genu/, dar nu si diferenta specifica necesara intr-o astfel
de definitie. Dreapta definita de Legendre nu este decit o geodezica, in general, pe o suprafata
oarecare. Din aceastd cauzd, postulatul dreptelor paralele nu poate fi demonstrat in geometria
euclidiand, fiindca notiunea de geodezicd nu este legatd de plan, desi exista drepte in plan. Sa
presupunem acum cad definim o dreaptd pe plan: o dreaptd este o geodezicd pe o suprafatd cu
curbura lui Gauss constantd, si anume K = 0 (planul). Este evident astfel cd postulatul
paralelelor apartine intrinsec geometriei euclidiene si el va fi enuntat acum astfel: pe o suprafata
cu curbura lui Gauss K = 0, printr-un punct exterior unei geodezice (drepte) se poate duce o
paraleld la aceasta geodezica si numai una.

Acelasi lucru se poate spune in ceea ce priveste geometria hiperbolicd a lui Lobacevski-
Bolyai: geodezica este, n acest caz, legatd de curbura constantd K < 0. Postulatul paralelelor va
suna astfel: printr-un punct exterior unei geodezice pe o pseudosfera (curbura constantd K < 0)
se pot duce doua geodezice paralele cu geodezica data.

La fel pentru geometria riemanniand, realizatd pe suprafete cu curbura constantd K > 0
(sfera): postulatul paralelelor va exprima imposibilitatea de a duce printr-un punct exterior unei
geodezice, o geodezica paralela.

Prin urmare, postulatul lui Euclid, fiind definit numai prin gen, si nu si prin diferenta
specifica, este independent nu numai de plan, dar de orice suprafata.

Aceasta intiAmplare a condus la conceptia generali a independentei axiomelor
(mentionata la punctul 2), dar ea se bazeaza pe o neglijenta istorica, si nu pe un fapt real.
Generalizarea, 1n acest sens, a independentei axiomelor a dus la urméatoarele consecinte, care au
schimbat ideea de teorie stiintifica si de constructie axiomatica.

A. Considerarea axiomelor sub o forma atat de generala si de lipsitd de specificitate, incat
sistemul axiomatic in intregime poate fi interpretat pe o serie infinitd de modele (adica
formularea axiomelor sub forma generalitatii genului, dar nu si a diferentei specifice).

B. Posibilitatea de a construi pentru acelasi model o serie infinita de sisteme axiomatice, in
functie de modul in care se alege In mod arbitrar un grup de axiome sau altul.

Cu alte cuvinte, sistemul formal nu descrie schema formald specifica a modelului
considerat.
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8. Necontradictia axiomelor

Analiza facuta anterior nu a urmarit tehnica formald a construirii axiomatice a unui sistem,
ci principiul acestei axiomatizari. Din acest punct de vedere va fi privitd si conditia de
noncontradictie a sistemului de axiome.

Intr-o prima enuntare a problemei noncontradictiei unei teorii axiomatice, aceasta suni
astfel: o teorie axiomatizatd nu este contradictorie daca nu se pot deduce din axiome (si din
propozitiile deja demonstrate) o propozitie p si, in acelasi timp, si negatia ei non-p. Se arata ca,
daca se intampla aceasta, atunci Tnauntrul teoriei respective, in care s-ar putea deduce valabil si
p si non-p; orice propozitie formulabila este deductibild in sistem si nimic nu mai este fals si,
prin urmare, nimic nu mai este adevarat.

Lasand la o parte complicatiile si dificultitile care au survenit in cautarea rezolvarii
problemelor de acest gen, sa ne ocupdm de sensul acestei demonstratii de «consistentay.

Problema necontradictiei unei teorii deductive, in modul in care se pune in cercetarile
axiomatice actuale, este mult prea largd. De aceea ea nu poate fi rezolvata decit pentru teorii
restranse, pentru partile unei teorii, careia i se impun deci anumite restrictii. Care este cauza
acestei imposibilitati?

Dupa cum am viazut, problema independentei a fost scoasd din planul metodologic al teoriei,
unde este o problema de economie a teoriei, interpretata ca o posibilitate arbitrara de a introduce
sau de a scoate o axioma din interiorul unei teorii. Aceastd conceptie conduce insd mai departe
la consecinta ca toate propozitiile derivate din cadrul teoriei, a caror derivare presupune axioma
consideratd (chiar dacd presupun si alte propozitii), pot si trebuie sa fie eliminate o datd cu
aceastd axioma. Cu alte cuvinte, o teorie 7, care contine axiomele 4;, A, ..., A,, se desparte intr-
un sir de multimi de propozitii M;, M,, ..., M,, juxtapuse arbitrar (fiindca oricare multime M,
M,, ..., M, poate fi retrasa din T fard ca partile rdmase sa isi deterioreze sistemul axiomatic
interior). Este evident acum ca problema necontradictiei unui sistem axiomatic nu se poate pune
decat in modul acesta larg: o propozitie formulabila in 7, — fie aceasta p —, impreuna cu negatia
ei non-p, nu pot fi demonstrate impreuna in 7. Vazuta in felul acesta, facand abstractie de
caracterul ei de dependentd fata de T, propozitia p poate reprezenta orice. Sa consideram in mod
schematic si formal o teorie 7 axiomatizata, si fie o propozitie p atomica (cum se numeste ea) in
aceasta teorie, susceptibila sa ia doua valori, adevarul si falsul. Dar, considerata in felul acesta,
golita de continut, propozitia p nu este legata analitic de teoria 7. Altfel spus, daca luam in
considerare, de exemplu, teoria multimilor si spunem ca ea contine atomii p, ¢, 7, ... (susceptibili
sd ia doud valori, adevarul si falsul), nimic nu ne indica faptul ca propozitia p nu poate avea
continutul «Pamantul este rotund». Cum, prin ce procedeu respingem din teoria axiomatizatd si
formalizata propozitia p = «Pamantul este rotund» care nu apartine ei? Este evident ca, o data ce
un asemenea continut al propozitiei p nu este expulzat i nu e cu putintd sa fie, numai prin
mecanismul pur formal al sistemului, atunci nici propozitia non-p nu este expulzabila pentru
acelasi motiv. Rezultd dar cad problema noncontradictiei unui sistem este in general
nerezolvabila din cauza modului in care este ea pusa si care nu corespunde constructiei reale a
unei teorii.

Intr-adevar, este usor si ne dim seama — si acest lucru este mai mult dect evident pentru
oricine a practicat matematica —, cd o propozitie nu se gaseste in interiorul unei teorii, fie
axioma, fie teoremd, numai fiindcd nu este contradictorie cu celelalte propozitii ale teoriei.
Caracterul acesta de noncontradictie fatd de toate celelalte propozitii din 7 1i da posibilitatea de
a apartine teoriei, dar nu o face necesara.

Orice propozitie p a unei teorii T este necontradictorie cu oricare din propozitiile teoriei;
aceasta conditie este necesara, dar nu suficientd.

Sau altfel spus, conditia de noncontradictie a unei propozitii p fatd de toate propozitiile
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dintr-o teorie 7 oferd o simpld posibilitate pentru p (sau non-p) de a apartine lui 7. Dar
propozitiile unei teorii 7 nu apartin lui 7 pentru cd au posibilitatea simpla de a 1i apartine; ele
apartin lui 7 in mod necesar.

foarte vasta, in care ea nici nu isi mai pastreaza caracterul ei propriu. Acest lucru se putea vedea
mai simplu, de la Inceput, dacad ne refeream la modelul unui «sistem» axiomatizat; cum, in
principiu, un sistem admite un numar infinit de modele, o demonstratie de necontradictie a
sistemului considerat ar insemna o demonstratie de noncontradictie pentru fiecare model in
parte; dar nici un model nu este reprezentat in mod specific de sistem.

Se va pune intrebarea: cum s-a putut face aceastd demonstratie in sistemul calculului
propozitional? Este evident cad toate propozitiile din sistemul propozitional Principia
mathematica, de exemplu, nu exprima nimic altceva din punct de vedere logic decét principiul
tertului exclus sau echivalentul Iui formal, principiul contradictiei. De aceea este relativ usor de
demonstrat necontradictia unui astfel de sistem.

9. Suficienta axiomelor

Problema suficientei axiomelor este problema cea mai complexa a axiomaticii, iar
cercetarile au condus la concluzia ca ea nu este rezolvabilad (in afard de citeva cazuri simple,
cum este sistemul calculului propozitional clasic).

Problema a fost enuntata astfel de catre Hao Wang in lucrarea A4 Survey of Mathematical
Logic (Pekin, 1964): dandu-se o formula corect formata in cadrul unei teorii axiomatizate, sa se
dea un procedeu de decidere pentru demonstrabilitatea ei, adicd un procedeu efectiv, prin
care, fiind datd o propozitie a sistemului, s se poatd decide, intr-un numar finit de pasi, daca ea
este demonstrabila.

Problema aceasta a fost pusa chiar de Hilbert, dar primele rezultate au fost obtinute de
Herbrand. Acesta stabileste care sunt operatiile finite si determinate pentru a verifica faptul ca o
propozitie are o anumitd proprietate 4, In care caz ea se va numi normald. Cu alte cuvinte,
pentru fiecare teorie deductiva necontradictorie va exista o proprietate speciala 4 a propozitiilor
adevdrate; dacd, prin operatiile indicate de Herbrand, reusim sa descoperim céd o propozitie are
proprietatea 4, urmeaza ca ii putem fabrica o demonstratie corespunzatoare.

Asadar, pentru a dovedi cd o teorie este necontradictorie, vom stabili cd propozitiile ei
axiomatice au toate proprietatea 4, dupa cum vom stabili ca orice combinatie de semne sau de
propozitii conduc la propozitii care poseda aceeasi proprietate 4. Aceastd metodd de recurenta
da dreptul ca pentru orice propozitie a unei asemenea teorii sd se poata construi o demonstratie.

Pentru aceasta trebuie insd sd se gdseasca un asemenea procedeu. Problema aceasta se
numeste, In general, problema deciderii si, dupd cum se vede, se pune numai in cadrul
sistemelor axiomatice.

Folosind teorema zisa de necompletitudine a Iui Godel — aparutd in articolul Ueber formal
unentscheidbare Sitze der Principia Mathematica und verwandter Systeme, I («Monatshefte fiir
Mathematik und Physik», 1930) — sau variante ale acesteia, s-a aratat ca, pentru anumite sisteme
axiomatice, astfel de procedee nu pot exista.

Ce spune teorema lui Godel? Ca in orice sistem axiomatic formal necontradictoriu (care este
aritmetizabil) se poate construi in mod corect o formuld care nu este decidabila in sistem. Cu
alte cuvinte, nu se poate demonstra formula in interiorul sistemului si nici nu putem afirma ca
nu se poate demonstra.
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Facand abstractie de toate conexiunile acestei probleme cu problema independentei si
necontradictiei unui sistem care, asa larg cum sunt puse, duc in mod inevitabil la astfel de
probleme, noi vom spune un singur lucru aici: demonstrabilitatea unei formule nu este un
caracter al formulei sau o proprietate a formulei. Demonstrabilitatea are un caracter operational
constructiv si nu depinde numai de propozitia considerata, ci de o serie Intreagd de propozitii
anterioare ale teoriei respective. A pune problema in modul acesta inseamna a o pune gresit:
daca lucrurile ar sta asa, atunci demonstrabilitatea unei propozitii in cadrul unei teorii ar consta
intr-un oarecare caracter 4 formal al structurii formale a unei propozitii, pe care, citindu-l pe
aceasta structurd, ar arata cd ea este demonstrabila 1n sistem, si deci, in cazul acesta, propozitia
ar fi demonstrata fara a fi demonstrata! O asemenea caracteristica poate fi gasitd numai in sistemul
calculului propozitional clasic, fiindca, in acest sistem, fiecare formula este o tautologie, adica este
adevaratd fara demonstratie, numai prin structura ei, care exprimd, dupd cum am mai spus,
principiul contradictiei (sau echivalentul lui formal, principiul tertului exclus).

Acest caracter constructiv al demonstratiei, care ridica un Intreg edificiu propozitional intr-o
teorie efectiva, a fost subliniat de Kant, iar in timpul nostru de logicianul francez E. Goblot, care
a formulat aceasta teza in formula binecunoscuta: démontrer c’est construire.

Este de remarcat doar un singur lucru: daca semnul demonstrabilitatii unei propozitii s-ar
citi direct pe o propozitie, atunci aceasta, nedepinzand de nici o altd propozitie, nu ar avea
nevoie decat de axiome pentru a fi demonstrabild. Aceasta Inseamna 1nsa ca intreaga ierarhie a
edificiului teoriei este distrusd si cd intreaga teorie axiomatizatd este o simpld multime
neordonatd de propozitii.

Nu numai att, dar dacd caracterul demonstrabilititii nu este pus in directd legatura cu
axiomele, atunci si acestea devin inutile, constructia intregului sistem fiind inutild. Ceea ce s-a
intamplat cu calculul natural al lui Jaskowski sau Gentzen.

10. Demonstratie si transformare

In sistemele axiomatice, demonstratia — care nu mai tine seama de continutul propozitiilor —,
a ajuns un simplu procedeu mecanic. Acest aspect a fost subliniat, de altfel, de cei mai autorizati
specialigti.

Intr-un articol dedicat special acestei «automatiziri» a proceselor de creatie stiintifica, V.
M. Gluskov in articolul Problema automatizarii proceselor de creatie stiintifica (trad. In limba
romand, Bucuresti, 1966), arati ca formalizdrile aritmetizate (de tip Godel) permit sia se
descompund in componente elementare bine definite procesul demonstratiei tuturor propozitiilor
demonstrabile din cadrul teoriei respective. latd ce spune el textual: «Introducand in programul
unui calculator universal toate axiomele si regulile de deductie ale teoriei respective, precum si
formula care exprima propozitia de demonstrat, putem cauta un sistem de cercetare aleatorie de
demonstrare a acestei formule. Dacd numdarul de pasi elementari care permit realizarea
demonstratiei formulei cerute este relativ mic, atunci viteza de lucru mai mare a calculatorului
electronic permite gisirea demonstratiei prin metoda trierii simple a variantelor. Insa pentru
propozitii mai complicate, aceastd metoda de cautare a demonstratiei devine practic
neaplicabild, deoarece numarul de variante care trebuie triate devine deosebit de mare, asa incat
parcurgerea lor completa intr-un interval de timp rezonabil este imposibild chiar la
calculatoarele rapide de astazi».

In conceptia axiomaticienilor actuali, ideea predominanti este insi ci demonstratia este un
simplu mijloc mecanic. $i aceastd concluzie este inevitabila desi, pentru noi este inadmisibila,
fiindca ceea ce devine mecanic nu este demonstratia, care are alt caracter, dupa cum am vazut —
nu de constructie a unei formule, ci de constructie a unui intreg edificiu de propozitii si de
formule, in care formula sau propozitia consideratd isi afla locul ei natural. Am spus ca
rezultatul acesta este inevitabil, deoarece la exigenta de «independentd» totald s-a raspuns
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printr-o independenta arbitrara, care da o independenta fatd de un sistem unei intregi multimi de
propozitii (care nu ar putea apartine sistemului, fard ca o anumitd axioma sa nu apartind de
asemenea). La acest nivel, demonstratia s-a redus la «decidabilitate», care depinde de structura
formald a formulei si deci nu de constructibilitatea ei In sistem cu ajutorul unui numar de
axiome si de propozitii deja construite in sistem.

Insi fintr-o teorie stiintifici veritabili (nu in sistemele axiomatizate arbitrar),
demonstrabilitatea are ca obiect sd extinda adevarul axiomelor la adevdrul teoremelor. Nu este
vorba de a construi in mod corect din niste date admise alte concepte sau propozitii, indiferent
daca primele sunt adevirate sau nu. Intr-o teorie adevdratdi se petrece altceva decat o constructie
a unei formule cu ajutorul unor conventii initial admise. In acest sens, Aristotel a ficut o
distinctie netd Intre demonstratie si schema demonstratiei. lata ce spune el in Analitica priora:
«Orice demonstratie este un silogism, dar nu orice silogism este o demonstratie» — 1 pev yap
amode1Elg GLALOYIGUOG TIG O GUALOYIGLOG O OV TG ATOEIELC.

Cu alte cuvinte, una este schema demonstratiei si alta este demonstratia insasi. Silogismul si
oricare alte scheme de demonstratie sunt simple scheme si ele nu contin demonstratia:
demonstratia contine si schema ei formald — silogismul —, dar nu este numai atit. Ce este
caracteristic deci unei demonstratii ca sa fie iIn mod real o demonstratie si sa nu rdmana o simpla
schemd de demonstratie? Pentru aceasta, Aristotel spune cd demonstratia raspunde naturii
lucrurilor. Obiectul demonstratiei este deci, in conceptia aristotelica, stabilirea raporturilor
universale si necesare dintre concepte. Dar conceptul aristotelic nu se reduce la o abstractie
saraca i mai ales nu se reduce la extensiunea saracita de continut a generalului sau a multimii
(clasd) cu care se intentioneaza si se fundeze matematicile; conceptul aristotelic este universalul
— 10 kaBdhov —, care este principiul cunoasterii si principiul existentei, materia si conditia
formala a gandirii. De aceea, pentru Stagirit, conceptul exprima ceea ce este In mod real esenta
si scopul, cauza formald si cauza finald; el este principiul trecerii potentei in act. Si de aceea,
spune el, demonstratia ne da adevarul, plecind de la principii sau de la consecintele lor
imediate; ea stabileste ceea ce este universal-necesar, ceea ce nu poate fi altfel.

Ne putem acum da seama ca, in sistemele axiomatice moderne, demonstratia nu are nimic
de-a face cu demonstratia stiintificad a Iui Aristotel; ea s-a redus la schema demonstratiei, iar «a
demonstray inseamna «a transforma» aceste scheme intr-un mod infinit in alte scheme.

Daca s-a retinut bine care este nivelul logic la care se construieste sistemul formal,
rezultatul semnalat 1n ceea ce precedd nu putea fi altul.

11. Filosofia semnului

Dupa cum vedem, evolutia axiomaticii a ajuns la punctul ei culminant in creatia sistemelor
formale. Ideea de a considera stiinta ca o limba bine facuta (asa cum spune H. Poincar¢) s-a
realizat in sistemul formal, care este o limba perfect organizatd, cu o sintaxa si o semantica
perfect definite. Un asemenea limbaj va fi cu atat mai obiectiv, cu cét va fi mai lipsit de orice
contact cu intuitia noastra, lipsit de orice continut, si nu va avea un sens decit Tn momentul in
care este interpretat. Semnul a devenit centrul preocupdrilor teoretice referitoare la constructia
unei stiinte.

Inca de la inceputul acestor cercetari, legate in special de constructia ca sistem formal a
logicii, Bertrand Russell scria in Principia mathematica: «Adoptarea regulilor simbolismului in
procesul deductiei ajutd intuitia in regiuni prea abstracte pentru ca imaginatia sd poata prezenta
mintii Tn mod prompt adevarata relatie dintre ideile intrebuintate [...]. Si astfel mintea este
condusd sa construiascd siruri de rationamente in regiuni in care imaginatia ar fi cu totul
incapabild sa se sustind singurd fara ajutor simbolic». Acest lucru este adevarat. Serii de
concepte, serii de judecati si chiar rationamente pot fi acoperite de o notatie simbolica bine
aleasd, care concentreaza si declangeaza toate aceste serii de concepte sau de operatii, devenite
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familiare, de 1ndatd ce simbolul apare undeva in cursul procesului deductiv. Folosul
simbolismului este indiscutabil. Cu ajutorul unui simplu simbol se pot concentra si efectua
operatii mentale complexe care, fiind binecunoscute, nu mai au nevoie sa fie detaliate, ci numai
simbolizate, astfel ca rezultatul sa apara automat. Calculul integral este un astfel de exemplu, in
care semnul de integrare simbolizeaza o Insumare cu trecere la limitd a normei diviziunii.

Matematica face uz de asemenea notatii simbolice, care acoperd largi procese mentale, in
mod frecvent. Familiarizarea cu acest procedeu simbolic a dus insa la identificarea procesului
simbolic cu procesul mental respectiv, de unde o credintd aproape mistica in puterea semnului.
S-a facut astfel o confuzie intre simbol si ceea ce este simbolizat, socotind ca simbolismul insusi
are o virtute creatoare intrinsecd. Hilbert este responsabil in buna parte de aceastd confuzie.
Autoritatea acestui mare matematician a impus si ideile filosofice emise de el unei intregi
directii in epocd, care abia incepe sa iasa din impasul in care a fost adusa teoria stiintei in timpul
nostru. Pentru Hilbert, esenta matematicii — si prin aceasta a oricirei teorii de tip matematic —
este acest joc de semne facut dupa reguli precise. Simbolul nu este pentru Hilbert un auxiliar al
memoriei, ci defineste un fel de spatiu abstract cu atitea dimensiuni cate grade de libertate sunt
in operatia concreta si imprevizibila a combinatiei. Semnul, spune Hilbert, poseda in esenta lui o
reguld intelectuald care garanteaza contra erorii, este conditia creatiei prin mobilitatea sa in sensibil.
Lui, scrie el, nu aplicatiei (4bbildung) lui Dedekind, 1i datoreste matematica Intreaga origine si
dezvoltare: «Am Anfang, so heisst es hier, ist das Zeichen» (La Inceput, asadar, este semnul).

Simbolul — si In general formalismul — este util si practica matematicd a demonstrat
utilitatea lui; conceptia conform careia desfasurarea jocului simbolic poate avea un sens in el
insusi, fara gandirea care 1i da suport, rimane o iluzie. Idealizarea simbolului vid presupune o
filosofie platonica vida, un cer de semne fara continut la care poate participa lumea obiectiva, al
carei fundament se gaseste in neantul semnului. Aceastd conceptie este inadmisibild iar, din
punct de vedere istoric, este cea mai slaba conceptie platonizantd cunoscuta.

12. Axiomatica in Antichitate

Metoda axiomatica apare inca la ganditorii din vechime si este aplicatd cu toata rigoarea in
Elementele lui Euclid. Dar teoreticianul axiomaticii antice este Aristotel. Prezentdm 1in
continuare structura unei teorii deductive in conceptia lui.

Mai Intai, stiinta are ca scop, In conceptia Stagiritului, cunoasterea universalului si nu exista
decét o stiinta, aceea a universalului. Individul nu face obiectul stiintei si pentru aceasta el nu
este inteligibil. Acest lucru va fi preluat de scolastici, care vor repeta tot timpul: scientia est
universalium. Universalul, Tn unul din aspectele lui, este esenta lucrurilor — €180 — , care este
sesizat prin definitie. Din aceastd cauzd, o definitie nu poate fi exprimatd decat printr-o
propozitie universald. Introducerea universalului se face astfel prin definitie, care va indica
genul (yévog) si diferenta specifica (dtapopa €100m010G).

Asadar, termenii unei teorii — sau conceptele — sunt introdusi prin definitie, care, dupa cum
aratd si numele — opiopog —, este o «limitare» sau o «delimitare», asa cum ne-o spune si
cuvantul latin respectiv, definitio.

Pentru ca rationamentul sé se poatd desfasura, el trebuie sa plece de la ceva dat. Punctul de
plecare al unui rationament poate fi:

1. definitia (opiopdg).

2. axioma (a&iopa).

3. afirmatia (6¢01g).

4. ipoteza (vd0eo1g).

5. postulatul (aitnpa).
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Definitia nu pune existenta unui lucru (cum fac celelalte patru), ci aratd numai ce este un
lucru si nu ca el este.

Axiomele, zice Aristotel, sunt principiile pe care trebuie sa le patrunda acela care vrea sa
invete ceva. «Numesc principiul imediat al unui silogism o «tezd» (afirmatie) daca aceasta nu
poate fi demonstrata si dacd nu este nevoie sa fie patrunsa de acela care vrea sa invete cevay.

Daca o tezd admite o parte ori alta dintr-o enuntare, adicd afirmad ori existenta, ori
neexistenta unui lucru, atunci ea este o «ipotezay.

In sfarsit, postulatul este o propozitie care este considerati ca adevirata fard sa fie evidenta.

Instrumentul deductiv, prin care, dandu-se unele lucruri ajungem la altele, este silogismul,
caruia Aristotel i-a acordat un studiu larg, dedicAndu-i in intregime Primele analitice.

Aceasta este structura axiomaticd a unei teorii stiintifice — emoTiun AmOdEIKTIKY — aga cum
o gasim la Aristotel. Dar, pentru a nu exista nicio Indoiald ca el a avut o idee clard si explicita
despre constructia axiomatica a unei teorii, iatd textual modul in care rezuma el insusi aceasta
structura: «intr-adevar, orice stiintd demonstrativa presupune trei elemente:

1) ceea ce ea pune de la Inceput ca existent (adica genul ale carui atribute esentiale ea le
examineaza);

2) asa-numitele axiome, care sunt premisele prime ale demonstratiei sale;
3) atributele al caror inteles il accepta stiinta. Totusi unele stiinte pot foarte bine si treaca cu
vederea, fard neajunsuri, unele din aceste elemente».

Demonstratia prin care se dezvolta stiinta apodictica este silogismul.

In termeni moderni, adica de logica matematici, teoria stiintei la Aristotel este redat de E.
W. Beth (The Foundations of Mathematics (Amsterdam, 1965) astfel:

O teorie deductivd este un sistem S de propozitii, care satisfac urmatoarele postulate
(semnul € este semnul de apartenenta).

L. Orice propozitie care apartine lui S (p € S) trebuie sa se refere la un domeniu specific de
entitati reale.

II. Orice (p €S) trebuie sa fie adevarata.
III. Pentru orice consecintd g a lui p avem g € S daca (pe€S).

IV. Existd un numaér (finit) de termeni 1n S, astfel incat:
a) sensul acestora este evident prin el insusi;
b) orice alt termen din S este definibil cu ajutorul acestor termeni.
V. Exista in S un numar (finit) de propozitii, astfel incét:
a) adevarul acestor propozitii este evident prin el nsusi;
b) adevarul oricdrei alte propozitii care apartine lui S poate fi stabilit prin inferenta

logica, plecand de la aceste propozitii.

Postulatele (1), (IT) si (IIT) sunt numite de Beth, respectiv, realitatea, adevarul si postulatul
de deductibilitate. Postulatele (IV) si (V) impreund constituie asa-numitul postulat de
evidenta; termenii de baza si propozitiile din postulatele (IV) si (V) sunt numite principiile
stiintei respective.

Ceea ce vom sublinia 1nsd este cd, In descrierea unei stiinte, Aristotel considera
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indispensabild existenta unor termeni si propozitii cunoscute altfel decat ceilalti termeni si
propozitii din S.

Trebuie sd ne oprim undeva — ovéykn otnpol — pentru a putea incepe, si aceasta exigenta,
indispensabild pentru construirea unei teorii, ne obligd sa ne oprim la termeni care nu sunt
definiti si la propozitii care nu sunt demonstrate. Ele trebuie cu necesitate sa fie cunoscute,
spune Aristotel, altfel decat prin demonstratie.

Cu alte cuvinte, putem preciza discutia de mai sus dupd cum urmeaza. Axiomatica lui
Aristotel descrie structura unei stiinte S astfel:

1. Partea axiomatica
a) termenii cunoscuti prin ei insisi;
b) propozitii adevarate prin ele Insele.
2. Partea derivata
a) termeni definiti (cu ajutorul celor deja cunoscuti);
b) propozitii demonstrate ca adevarate in S, in baza celorlalte propozitii deja admise.

3. Metoda de demonstratie
Aceasta este silogismul.

Remarcam ca niciun moment Aristotel nu admite ca este posibil sa plecam de la termeni
necunoscuti (dar acceptati ca fiind cunoscuti, ceea ce nu le confera absolut nimic) si nici de la
propozitii al caror adevar nu este evident (dar acceptate ca adevarate, ceea ce, de asemenea, nu
le conferd nimic). La fel, Aristotel acorda termenilor initiali o «dignitate» deosebitd, ei fiind la
inceputul unei serii ireversibile care se dezvolta in ordine cosmologica si logica, de aici
rezultdnd imposibilitatea ca axiomele — termenii initiali — sa fie Inlocuite cu termenii dezvoltati
din ele.

13. Cateva observatii generale asupra metodei axiomatice

Vom face observatia cd metoda axiomaticd, care s-a impus astdzi In orice cercetare
matematicd, nu poate face mai mult decat sa descrie o stiinta, sa i arate articulatiile logice, dar
ea nu poate depdsi aceastd limita. Intr-adevar, pentru a se putea desfisura, metoda axiomatica
are nevoie de cineva din afara ei care s gandeasca si sa 1i dea impulsul devenirii ei; o stiinta
este axiomatizata nu din interiorul ei, ci din afara ei. Metoda axiomatica a devenit indispensabila
matematicianului, dar in ea insasi, fara matematicianul care gandeste si care o dirijeaza, ea nu
reprezintd decat o schema moartd. Analiza spectrala a unei stiinte prin metoda axiomatica este
foarte interesantd si, dupa cum am spus, indispensabild; dar ea nu este suficientd. «Multi
matematicieni — spune Bourbaki (L architecture des mathématiques, in volumul Les grands
courants de la pensée mathématique, Cahiers du Sud, 1918) —nu au vrut sa vada in axiomatica
altceva decat subtilitati logice inutile, incapabile sa fertilizeze vreo teorie». Bourbakistii cred
insa ca acest repros se poate aduce numai primelor axiomatizari (axiomatizarea aritmeticii de
catre Dedekind si Peano, a geometriei euclidiene de catre Hilbert), care erau teorii univalente,
cu alte cuvinte erau construite de asa natura, incét sistemul global al axiomelor lor le
determina in Intregime, si acest sistem nu mai era susceptibil de a fi aplicat dupa aceea la
nicio alta teorie decat la aceea din care fusese extras. «Dar axiomatica a demonstrat miscarea
umblandy, incheie Bourbaki.

Aceastd conceptie nu neagd faptul ca reprosul de sterilitate nu ar fi justificat (daca o stiinta
ar fi determinatd complet de sistemul ei de axiome), dar neaga faptul cd acest mod de a
axiomatiza este modul general de a proceda in matematici. O anumitd axiomatizare se poate
aplica mai multor domenii diferite, si in aceasta constd «miscarea» gandirii axiomatice 1n
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conceptia bourbakistd. Totusi se adaugi: «Matematicianul nu lucreaza in mod mecanic, ca
lucratorul la banda rulantd; nu se poate insista suficient de mult asupra rolului fundamental pe
care 1l joacd in cercetdrile sale o anumita intuitie, care nu este intuitia senzoriald obisnuita, ci
mai curand un fel de ghicire nemijlocitd (anterioara oricarui rationament)». Daca este asa — si
oricine a practicat matematica stie cd acest lucru este un adevar de fapt —, atunci partea
axiomaticd a unei stiinte nu este suficientd pentru a ne da seama de ordinea completd care
structureaza o stiintd si nici mai cu seama de modul ei de desfasurare.

Putem spune atunci, pe scurt, cd metoda axiomatica, desi ne oferd un modus procedendi,
indispensabil in orice stiintd, nu este suficientd din urmatoarele motive:

1) Daca partea axiomatica a teoriei, cu regulile de derivare respective, ramane o datd pentru
totdeauna, completa si intangibild, atunci stiinta respectiva este cuprinsa de la inceput in aceasta
parte axiomatica si nu este decat explicitarea conceptelor si propozitiilor cuprinse in aceasta
parte. O bogatie de idei si de adevaruri ar fi continutd in mod misterios in aceasta parte initiala,
care urmeaza sa fie extrase prin metode simple din ea. Ceea ce este inadmisibil, fiindca totul ar
trebui sa se reduca la cele cateva notiuni si adevaruri initiale.

2) Daca partea axiomatica este partiald, urmand sa se introduca fie noi concepte in interiorul
stiintei respective, fie noi axiome, atunci stiinta consideratd nu este reprezentatd de partea
axiomatica si ea se completeaza, facandu-se.

Cu alte cuvinte, cu necesitate trebuie sa pastram atunci o ordine naturald a prezentarii
teoriei, aratand in fiecare etapa cum si de ce intervine o noua axioma. In acest caz, o stiintd nu
mai poate fi datd de la inceput in intregime prin partea ei axiomatica.

3) Daca, pe de alta parte, admitem rolul de ghid al intuitiei, asa cum sustine si Bourbaki,
rezultd ca tocmai ceea ce face dinamica unei stiinte se datoreste unei interventii providentiale a
intuitiei, care nu este, in nici un caz, un rezultat derivat din axiome.

Problema este urmitoarea: dacid partea axiomaticd determind in mod suficient
intreaga stiinta respectiva, atunci aceasta stiintd nu este decit aceasta parte axiomatica si
cu necesitate poate fi redusa la ea; daca partea axiomatici nu determini in mod suficient
intreaga stiinta careia 1i serveste de bazi, atunci stiinta nu mai este axiomatizata de
aceasta parte.

In acest sens, se poate aduce un exemplu sugestiv din matematici, in spetd din algebra.
Solutiile unei ecuatii patrate cu termen liber pozitiv nu sunt numere reale, §i atunci s-a introdus

numarul i=+/—1, fapt care constituie axioma prin care am introdus si construit numerele
imaginare. Asadar, demersurile gandirii in procesul de rezolvare a ecuatiilor ne-a dus la
introducerea acestei axiome, care face posibild gasirea solutiei in corpul numerelor complexe.

14. Concluzii

Analiza modului de axiomatizare, pe care am facut-o in ceea ce precede, ne-a condus la
precizarea catorva caractere ale acestei metode moderne de a construi un sistem deductiv. Este
atunci evident cd metoda axiomaticad nu mai examineaza structura conceptuald efectiva a unei
teorii deductive, ci un schelet mort; mai mult inca, pluralitatea modelelor posibile ca interpretari
pentru un acelasi sistem arata ca «osatura» formald exprimata de un sistem, fiind «osatura» unei
serii infinite de modele, nu apartine esential nici unuia din aceste modele si reprezinta astfel o
structurd atat de generald, incdt nu mai are nimic specific. Este o analizd spectrala atat de
nespecifica, incat ar putea fi comparatd cu o cercetare anatomica care si-ar pune probleme
numai de felul acesta: Ce este comun din punct de vedere anatomic Intre toate vietuitoarele? Ce
este comun din punct de vedere anatomic Intre toate plantele? etc.
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Asemenea probleme, fard sd sustinem ca sunt eronate, sunt lipsite de orice specificitate; ele
sunt definite, daca ne putem referi la o comparatie cu modul de definitie clasic, numai prin
genul proxim si nu prin diferenta specifica.

Un asemenea sistem formal este, in fond, un limbaj matematic, in care trebuie exprimat un
domeniu de fapte si propozitii despre aceste fapte. Este un limbaj matematic in care se poate
vorbi despre un domeniu special; fabricarea acestui limbaj este insd o problema absolut
independenta de domeniul la care se va putea aplica. Acesta a fost idealul axiomaticii moderne
dar, dupa cum s-a vazut, el ridicd probleme foarte grele, de cele mai multe ori insolubile;
subliniem insd cid aceste probleme nu sunt ale domeniului care va fi exprimat in limbajul
axiomatic, nu sunt probleme reale, ci artificial create.

In acest sens, A. Mostowski (The Present State of Investigations on the Foundations of
Mathematics, 1955) scrie: «Sub influenta lucrarilor lui Hilbert si a ideilor filosofice ale scolii
neopozitiviste s-a imaginat, In deceniul al treilea al acestui secol, cd cea mai importanta
problema a fundamentelor matematicilor este sa se construiascad limbaje ,,artificiale”, cu reguli
sintactice precis definite §i ca printre acestea va exista un limbaj universal si perfect care va
putea fi identificat cu matematica [...]. Am insistat asupra acestor fapte, pentru a sublinia ca
incercarea de a stabili fundamentele matematicilor cu ajutorul unui limbaj construit, lipsit de
orice interpretare (sau a «limbajului» a cdrui interpretare devine posibild numai in cursul
utilizarii lui) este considerata in ziua de astazi ca un esec complet».

Modul in care oamenii de stiintd moderni (in special matematicienii) au conceput
axiomatica a cautat doar sa imite structura unei stiinte veritabile, aga cum a vazut-o Aristotel n
Organon. Fara indoiala cd aceasta structurare a datelor stiintifice are un rol ordonator in
explozia informationala de date (care cresc exponential Intr-o stiinta care are la baza empirismul

materiei), dar ea nu poate aduce nici un aport de ordin teoretic in ceea ce priveste fundamentele
matematicii si ale gandirii.
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