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Rezumat: Lucrarea prezinta rezultate ale cercetarii stiintifice cu privire la modelarea si identificarea experimentala a
proceselor logistice cu evenimente aleatoare binare.
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Abstract: The paper presents results of the scientific research regarding modelling and experimental identification of
logistical processes with binary random events.
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1. Particularitatile sistemelor logistice

Sistemele logistice sunt descrise de modele probabilistice care descriu o multime omogena
M de cardinalitate NS, formata din doua tipuri distincte de entitati care pot fi separate in doua
clase. Fiecare entitate din aceasta populatie este caracterizatd de o variabild dependentd Y (de
iesire) si una sau mai multe variabile independente (de intrare ) X. Variabila Y poate lua numai
valori logice: 1 sau 0; DA sau NU; bolnav ori sandtos etc. Variabila independenta fie poate lua
valori logice, fie poate lua valori in multimea numerelor reale. in majoritatea aplicatiilor
intalnite in literatura de specialitate aceste variabile iau valori logice, 0 sau 1. Pe baza testarii
experimentale a fiecarei entitdti din cele N se pot mparti entitatile in doua clase: clasa entitatilor
cu Y=1 si clasa entitatilor cu Y=0. Modelul in care avem doar o singura variabila independenta
x il vom numi model logistic SISO (single - input - single - output). in cazul mai multor
variabile independente modelul se numeste MISO (multy - input - single - output). Pentru
simplitate ne vom referi cu precadere la modele logistice de tip SISO. In biostatistici modelul
folosit pentru a analiza relatia probabilistica intre variabila dependenta, de tip binar, §i una sau mai
multe variabile independente X este denumit regresie logistica. De exemplu, sunt facute publice
(pe INTERNET) datele experimentale din figura 1 privind analiza unei probabile cauze ale
dezastrului navetei spatiale Challenger (1986) in care se prezintd diversele temperaturi la care a
aparut sau nu defectarea unei legaturi mecanice specifice de-a lungul a N=23 de Incercari.

X Y X Y X Y
temperatura defect temperatura defect temperatura defect
66 0 57 1 70 0

70 1 63 1 81 0

69 0 70 1 76 0

68 0 78 0 79 0

67 0 67 0 75 1

72 0 53 1 76 0

73 0 67 0 58 1

70 0 75 0

Figura 1. Date experimentale privind analiza unei probabile cauze a dezastrului navetei
spatiale Challenger (1986).
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Cunoscand rezultatele acestor N incercéri ale navetei am putea construi un model cu care sa
putem rdspunde la intrebarea: ,,care este probabilitatea ca defectiunea respectiva si apara
(Y=1) la o temperaturd dati x ?”. In acest exemplu clasa de evenimente Y=1 contine
urmatoarele categorii de evenimente aleatoare determinate de valorile variabilei independente x:

{(Y=1, x=75(Y=1, x=70);(Y=1, x=63);(Y=1, x=58);(Y=1, x=58);(Y=1, x=57)}
2. Structura modelelor logistice

Ecuatia de regresie obtinuta in acest caz este de un tip diferit de celelalte regresii cunoscute,
cum ar fi cele continue, monodimensionala, multidimensionald, liniare si neliniare etc.

In figura 2 sunt prezentate trei variante ale structurii modelului logistic pentru un sistem
SISO (single input single output), intalnite in literatura de specialitate [1]. In prima varianta (2a)
marimea continud p este o functie neliniard de x si de doi parametri necunoscuti: & si . Daci

evenimentul y=1, atunci aparitia acestui eveniment are loc cu probabilitatea P(y=1)=p. Acest tip
de regresie ofera informatii despre importanta variabilelor x in diferentierea claselor, si
despre clasificarea unei observatii intr-una din clase. Spre deosebire de regresia liniard
clasicd, in cazul regresiei logistice (fig. 2a), in locul variabilei dependente Y, care poate lua
valoarea binara Y=1-2"succes ori Y=0 2>"esec”, este folositd o variabila continua p care ia
valori intre 0 i 1. O valoare a lui p este interpretata ca probabilitatea de a obtine un ,,succes”
(Y=1), conditionata de valoare variabilei independente x. Atunci evenimentul contrar y=0 are
probabilitatea de aparitie P(y=0)=I-p.

a+fx

e
P(y=1x)= 1ot P (a) regresie logistica

— ea+ﬂx

1 P (b) model de tip ,,sansa”
-p

P(y=1
In [%j =a+fx (c) model de tip ,,logit”

Figura 2. Trei variante ale modelelor logistice de tip SISO

Acest tip de regresie oferd informatii despre importanta variabilelor x in diferentierea
fiecdrei entititi dintr-o multime datd de » entititi sortindu-le pe categorii. In domeniul medical
aceste entitdti pot fi n pacienti investigati prin testare directd pentru a stabili, spre exemplu,
daca este “bolnav Y=1 §i fumdtor x=1I,, ori ,bolnav Y=I si nefumdator x=0,, sau daci este
wfumdtor x=1 dar sandtos Y-0" ori ,,nefumdtor x=0 si sanditos Y=0”. Prezenta categoriilor este
hotarata de variabilele x care mai sunt denumite si variabile categoriale ori predictoare.
Rezultatul acestor investigatii experimentale constituie datele necesare estimarii parametrilor
modelului logistic. Pentru obtinerea unui model mai comod (usor liniarizabil In parametri) s-a
introdus modelul cu structura din figura 2b, numit model de tip ,,sansd”. Modelul de tip ,,sansa”
este exprimat de raporul p/(1-p) numit raport de sansa (odds report, sau pe scurt, OR). Acest
raport este o functie tot neliniard de x si de parametri o si [, dar usor de liniarizat prin

logaritmare. Rezultatul logaritmarii este modelul din figura 2c¢, numit, in literatura de
specialitate, modelul logit(p) = In[p/(1-p)] care, spre deosebire de celelalte, este liniar in
parametri [4]. Se poate constata imediat cd, pentru o observatie din setul respectiv de observatii
experimentale (date experimentale), daca p > 0,5, atunci este mai probabil ca observatia sa
apartind grupului caracterizat de y = 1. Aceastd conditie este echivalentd cu: OR > 1, adica
logit > 0. In ceea ce priveste semnificatia parametrului 3 el exprimd cresterea cantitatii logit
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atunci cdnd x creste cu o unitate sau, in cazul binar, cind devine x = 1.

Structura modelului logit, in cazul multivariabil MISO (multy-input —single-output) este:

1n(%}zﬂ0+ﬂ1xl+ﬂ2x2+...+ﬂkxk (1)

in care variabilele categoriale sunt: x;... Xj.

3. Estimarea parametrilor regresiei logistice aplicind criteriul
verosimilitatii logaritmice maxime

In cazul identificarii experimentale a unui sistem de tip SISO cu evenimente aleatoare
binare este utilizat un model logistic. Pentru identificarea unui proces logistic sunt folosite n
perechi de date experimentale intrare - iesire in n puncte, (Y1, x,); (Y1, x2);...; (Y1, x,). In cazul
investigarii a n pacienti, dintre care unii bolavi de cancer, datele sunt obtinute prin observatii
succesive directe asupra acestei multimi de » entitati in care fiecare entitate i din cele n, este
caracterizatd de perechea de valori Y; si x;. Se observa cd, in functie de valorile lui x, acest
model atribuie valori ale probabilitatii prezentei cancerului (cAnd Y = 1) fiecarei entititi din
multimea de » entitdti in functie de valoarea lui x. De exemplu, atunci cind x este o variabila
dihotomica si ia valorea 0 (de exemplu nefumdtori) sau 1 (de exemplu fumdtori) pentru toate
cele n entitati investigate experimental multimea se imparte in 2 categorii :

- categoria celor pentru care probabilitatea de prezenta a cancerului este
+
Poth

1+eﬂ0+ﬂ1

cindx=1s1Y=1;
- categoria celor pentru care probabilitatea de prezenta a cancerului este

eﬂo

1+¢P
candx=0s1Y = 1.

Pentru identificarea unui proces logistc de tip SISO sunt folosite cele n perechi de date
intrare — iesire Tn n puncte obtinute experimental. Aceste date sunt obtinute prin observatii
succesive directe asupra acelei multimi de » entitati in care fiecare entitate i este caracterizata
de perechea de valori (¥; i x;). Pe baza acestor n perechi de date experimentale trebuie calculate
acele valori ale celor doi parametri necunoscuti & si £ incat modelul estimat (avand structura

2a) sa poatd descrie In mod optim datele experimentale si sd asigure un grad ridicat de
generalitate, in sensul de a fi capabil sa descrie corect comportarea procesului logistic respectiv
si In alte puncte (Y, x), care nu fac parte din multimea initiald de » puncte ale datelor
experimentale. Printre aceste puncte din setul de date experimentale sunt unele in care Y=1 si
altele in care Y = 0. Avand in vedere ca iegirea procesului este o variabild logisticd, care 1n
cadrul experimentului ia valorile Y4,Y,...,Y,, ilar iesirea modelului in unele puncte
experimentale sunt probabilitatile p(Y;=1| x;), iar in celelalte puncte p(Y;=0| x;) = 1- p(Y;=1|x),.
caracterizarea intregului ansamblu n de evenimente independente aleatoare de tip logistic este
exprimata de produsul celor n probabiliati aferente evenimentelor aleatoare binare observate:

n

P= H p (Y,x, parametri) )
i=l i
In cadrul acestui produs sunt doua tipuri de termeni: termeni corespunzitori evenimentelor
Y =1 pentru care p,=p = Pr(Y;=1, x; parametri) si termeni aferenti evenimentelor Y = 0
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pentru care p; = I-p. In aceste conditii relatia (2) devine:

& Y; 1-Y,
P=1] p;7(d-p;) °° 3)
i=1
Cu notatiile din (1) modelul de regresie logistica, in cazul SISO, cand Y = 1, devine
eﬁo*'ﬂlx
p=Pr(Y=1|x)=W “4)

si respectiv pentru evenimentul contrar Y = 0 va fi:

1-p=Pr(Y:0|x)=1 (5)

+ eﬂo‘*’ﬁl*
In statistica, functia de probabilitate (2) se noteazi L (date, parametri) si este denumiti
functie de veromsimilitate (likelihood function) deoarece ea exprimd cat de verosimil este
modelul propus pentru intreg sirul de n evenimente experimentale date. Daca in toate punctele
de tip (4) si de tip (5) modelul este verosimil, functiile (4) si (5) iau valori maxime in aceste
puncte, iar daca modelul este verosimil pe tot ansamblul celor » puncte experimentale, functia
de verosimilitate (3) capata de asemenea valoarea maxima. Functia de verosimilitate depinde de
parametrii regresiei logistice si de datele experimentale, avind urmatoarea expresie in cazul
modelului logistic pentru procesul cu evenimente aleatoare binare de tip SISO:

n (By*+B X)) ! =Y
L((By.B,); Data) =T | == ’ !
0°717> k| 1+e(ﬂ0+'81Xi) 1+e(ﬂ0+ﬂ1Xi)
(6)

n (e(ﬂ0+ﬁlXi))Yi

k| (l+€(ﬂ0+ﬁ1Xi))

In cazul identificarii proceselor logistice problema consta in gasirea acelor valori pentru
parametrii modelului care vor asigura maximul functiei de verosimilitate. Aceste valori sunt

notate ( ﬁo si ,bl ) si ele constituie asa numitele estimatii ale parametrilor modelului in sensul
verosimilitatii maxime. Problema estimatiilor de verosimilitate maxima (VM) pentru parametrii
Po si f; constd in determinarea acelor valori ,éo 5i Bl care maximizeaza functia de verosimilitate
L((By, f1);Data) care are expresia (6).

Observatie: intrucat functia /n(x) este monoton crescitoare in tot domeniul de definitie,
maximul oricarei functii L( ) este si maximul functiei In[L( £)].

Rezolvarea problemei de cautare a valorilor ( ﬁ s ﬂAl ) care maximizeaza (6) este destul de

dificila datoritd prezentei produsului functiilor exponentiale. Aplicind logaritmul natural
functiei de VM din (6) rezultd functia de logverosimilitate(VL) pentru evenimente binare

aleatoare cu model logistic SISO. Aceasti functie notata VL= [(] ﬂ,,, ﬂ 1) are expresia:
1 1 (Bo+BX;)
B> ) = InlL(By f)] = LY, (By + i X;) = X In[l+e o (7
1= =

Functiile L((f,, f1) si (P, B1) au maximul in planul parametrilor f,, f1, In acelasi punct de
coordonate: ( /} o 51 B, ), care reprezintd estimatiile de verosimilitate maxima ale parametrilor

modelului logistic SISO.
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Figura 3. Imaginea grafica a suprafetei descrise in spatiul parametrilor
B si f de citre functia de verosimilitate logaritmica (VL)
0 1

Pentru rezolvarea problemei de maxim avem la dispozitie o multime de n perechi de date
experimentale, observatii intrare — iesire, data={ (X1,Y1), (X2,Y2),..., (Xn,Yn) }, care pentru
cazul concret din figura 1 devin:

data={(X1 = 66,Y1 =0 ), (X2: 70 ,Yzz 1), cey (Xzzz 76 ,Y22: 0 ), (X23 =76 ,Y23 = 1)} (8)

Folosind aceste date a fost elaborat un program MATLAB care a construit imaginea grafica
din figura 3 a verosimilitatii logaritmice (7) pentru exemplul din figural. in figura 3 se poate
observa platoul din zona de extrem, care a fost pus 1n evidenta, si figura 4 care contine imaginea
liniilor de izonivel ale aceleiasi functii de verosimilitate logaritmicd. Aceste linii de izonivel au
fost trasate prin intermediul aceluiasi program MATLAB mentionat mai sus. Avand in vedere
aspectele mentionate cu privire la geometria suprafetei de verosimilitate logaritmicd in cazul
datelor experimentale, am apelat la 0 metoda de tip Monte Carlo pentru gasirea punctului de maxim.

Metoda propusd constd in testarea aleatoare a suprafetei verosimilitatii, folosind doua
semnale aleatoare de testare Sb; si Sby , cite unul pentru fiecare parametru. Aceste semnale au
distributii de probabilitate uniforme in banda de investigare din planul parametrilor [3].
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Semnalele aleatoare sunt obtinute de la doud generatoare de numere aleatoare simulate
tlab.

1n ma

A

LINT DE FZONIVEL ALE FONCTIEI VIMpog1)

\\_

/

\

aZack Ria L ne Sy sed

PARAMETRUL B0 DIN MODEL

Figura 4. Liniile de izonivel ale suprafetei functiei de verosimilitate logaritmica

prezentata in figura 3
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Algoritmul Monte Carlo de cautare aleatoare a maximului verosimilitatii logaritmice VL(f,,
1) presupune executia a trei pasi descrisi in figura 5.

Pasul 1: Se genereazd o pereche de numere aleatoare [SbO(k=1),Sbl(k=1)]: si cu
aceste valori si datele experimentale existente se calculeazd verosimilitatea si se
memoreaza,

VL(Sbo(1),Sb1(1),date)=VL(1)>M

Pasul 2: Se incrementeaza cu o unitate variabila de contorizare k =k+1 a numarului
de testari si se genereaza o noud pereche de numere aleatoare cu care se calculeaza,

VL(Sb0(2),Sb1(2),date)=VL(2)
Pasul 3: Se compard VL(2) cu M de la pasul precedent:
DACA
VL(2)>M
ATUNCI
se inlocuieste vechiul continut din M cu VL(2): VL(2)>M se revine la Pasul 2.
ALTFEL
se revine la Pasul 2, pastrand in M valoarea precedenta.

Figura 5. Algoritmul Monte Carlo de cautare aleatoare a maximului verosimilitatii
logaritmice

Limitele care determina zona de cautare, bOmin, bOmax, bimin, bimax sunt fixate prin
tatonari prealabile efectuate in colturile unui patrat si in centru, ca in figura 4 in care
coordonatele celor 5 puncte sunt:

1) centrul experimentului de testare a zonei de cautare S, ..., Boconru

2) ﬂminl ’ ﬂOcentru
3) Buast> Boconru
4 Bomins Breenn
3) Bomas > Boreonru

In figura 4 este reprezentati zona de ciutare determinati prin tatondri experimentale
prealabile pe suprafata functiei logaritmice de verosimilitate. Conditia de oprire a algoritmului
MONTE-CARLO se exprima fie prin fixarea numarului maxim de incercari Kmax, fie prin
impunerea numarului pasilor consecutivi de succes Ks, executati in zona de cautare delimitata
experimental. Aplicarea metodei Monte Carlo pentru datele din figura 1 a localizat punctul de
maxim al functiei logaritmice de verosimilitate in planul parametrilor (punctul de coordonate,
Bo=-0,1, B1 =-3, din figura 4).
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4. Concluzii

Lucrarea scoate in evidentd particularititile modelelor proceselor logistice cu evenimente

aleatoare binare si prezinta tehnica identificarii acestor procese, care implicd pentru estimarea
parametrilor modelului aplicarea criteriului statistic al verosimilitatii maxime. Este propusa o
metodd MONTE CARLO pentru estimarea parametrilor modelului logistic.
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