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Rezumat: In acest articol se readuc aminte conditiile logice ale definitiei, ardtdnd cd ignorarea acestora sau
introducerea unei conceptii nominaliste au facut ca matematica sa fie plind de notiuni care doar in aparentd au aerul
unor enunturi riguroase.
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Abstract: In this article the logical conditions of a definition are reminded, pointing aut that their being ignored and the
nominalist conception opened the way to the introduction of many concepts that only apparently convey a rigurous sense.
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1. Ce este definisabil si ce este gandibil

Cand luam contact pentru prima datd cu notiunile matematice — fie ca este vorba de aritmetica,
de geometrie sau algebra — o facem prin definitia obiectului pe care 1l studiem. Prin definitie,
punem existenta unei entitdti, pe care apoi o vom studia sub fatetele ei, adica prin proprietatile pe
care le deducem cu ajutorul demonstratiei din definitia initiald si din axiomele care stau la baza
domeniului matematic respectiv.

Acest mod logic de a aborda conceptele gandirii a fost folosit pentru prima data de Sokrates in
discutiile pe care le-a purtat cu cetitenii Athenei In Agora, el fiind primul care a pus problema
realitatii stiintei si a gandirii, pe care sofistii le desfiintasera.

Deci cum definim si ce realitate au conceptele pe care noi le introducem in rationamentele
matematice? Existd mai multe feluri de definitii: nominale, reale, implicite, explicite, prin
recurentd, definitii in use etc. Acestea pot fi gasite in lucrarea lul W. Dubislav, Die Definition
(Leipzig, 1931). Vom insista aici in special asupra conditiilor definitiei, asa cum le gasim
mentionate In tratatele de logica traditionala. [ata aceste conditii:

1) Definitia trebuie sa se faca prin genus proxitmus si prin differentia specifica.
2) Definitia se face prin caractere esentiale si nu prin accidente.

3) In orice definitie trebuie sa existe posibilitatea de a substitui definisantul prin ceea ce este
definit — definiens prin definiendum (aceasta este conditia pascaliana a definitiei).

4) Definitia trebuie sa convind intregului definit si numai definitului — foto et soli definito.

5) O definitie nu trebuie sa fie construitd idem per idem, ea nu trebuie sa fie tautologica. Nu se
poate defini definitul prin definit — definiendum per definiendum. O forma mai dezvoltata a
definitiei idem per idem este circulus in definiendo sau diallela: un lucru este definit printr-un altul,
dar acesta din urma este definit prin elementele celuilalt.

6) O definitie nu trebuie sa contind o contradictie, nici o contradictio in terminis, nici o
contradictio in adjecto.

Vom spune de la bun inceput cad aceste conditii sunt necesare, dar nu si suficiente pentru ca sa
avem Intr-adevar o definitie. Este posibil, de exemplu, ca o propozitie prin care vrern sa definim sa
nu fie construitd idem per idem sau sa nu fie o contradictie si totusi sd nu fie o definitie.
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Sunt doua feluri de definitii eronate care nu respecta regulile necesare (dar nu suficiente) pentru
construirea unei definitii:

1. Definitiile eronate, prin care noi gandim ceva, dar acest ceva nu este specific si propriu
conceptului definit (degi Ti convine).

De exemplu, propozitia «cercul este o curbd pland» este o definitie eronatd, ea nerespectand
regula nr. (4), si In consecintd nu convine foto et soli definito. Ea este o propozitie adevarata, dar ca
definitie este eronata pentru ca nu identifica cercul printre celelalte curbe plane.

2. Definitiile eronate prin care noi nu gandim nimic. De exemplu, definitia idem per idem
«numdrul 2 este ceea ce noi gandim prin cifra 2» nu spune absolut nimic, fiind o tautologie. Prin
asa-zisa definitie precedenta noi nu am gandit absolut nimic. Si in acest caz propozitia enuntata este
adevarata, ea fiind identitatea: «2 = 2», dar ca definitie ea nu spune nimic si noi nu gandim nimic in
momentul in care credem cd am enuntat intr-adevdr o definitie. Acelasi lucru se Intdmpla cu
definitia «4 nu este 4»; aceastd propozitie este falsa, dar, daca o consideram ca definitie, noi nu
gandim nimic asupra naturii numarului 4.

Ne vom ocupa mai de aproape, in cele ce urmeaza, de a doua categorie de definitii eronate,
acelea care sunt absolut nule ca definitii.

Pentru inceput, vom observa cad logica simbolicd a considerat inutile regulile clasice ale
definitiei. In Principia mathematica, Bertrand Russell spune ca «definitia nu este definisabila si nu
este nici macar un concept definity. «O definitie, spune el, este o declaratie ca un oarecare simbol
sau combinatie de simboluri nou introduse trebuie sa Insemne acelasi lucru ca si o oarecare alta
combinatie de simboluri al carei sens este deja cunoscut». In continuare, mai gasim si urmitoarea
explicatie: «Trebuie sd observam ca o definitie nu este, strict vorbind, o parte a subiectului in care
ea apare, caci o definitie se refera in intregime la simboluri si nu la ceea ce acestea simbolizeazay.
Ce sunt atunci definitiile? Pentru Russell, definitiile nu sunt necesare, din punct de vedere teoretic,
definiens putand intotdeauna fi utilizat in locul lui definiendum. «Definitiile sunt, strict vorbind,
(...) simple conventii tipografice», spune el. Cu toate acestea, desi din punct de vedere teoretic le
gaseste «superflue», Russell crede totusi cd definitiile aduc adeseori mai multe informatii decat
contin propozitiile in care ele sunt folosite.

Unii autori au cautat sa controleze Intr-o oarecare masurd definitia si sd elimine arbitrariul e,
care apare in sistemele logico-formale. De exemplu, R. Carnap a dat cateva reguli pentru definitii
(in Logical Syntax of Language, New York, 1937). Dar daca definitia ramane o abreviere
(Abkiizung), cum sustine si Carnap, toate aceste reguli sunt, in realitate, numai mijloace auxiliare
care ajutd la simplificarea formulelor zise logice, ficandu-le intuibile. Nu dorim sa intrdm intr-un
examen mai amanuntit al naturii definitiei in logica matematici. Ceea ce ne intereseaza aici este
faptul ca, asa cum este ea conceputd, definitia nu tine cont de conditiile amintite. Vom mai cita
totusi un matematician francez, Arnaud Denjoy. in L enumération fransfinie (vol. IV, Notes sur les
sujets controversés), A. Denjoy distinge: ceea ce poate fi gandit, ceea ce poate fi definit, ceea ce
exista. El analizeaza ideea de «a gandi» si concluzioneaza: «A gandi un obiect concret inseamna sa
preludm din propria noastrd memorie, sd fixdm in atentia spiritului nostru una sau mai multe
imagini relative la acel obiect si, prin ea singurd sau prin reuniunea lor, sa il caracterizim pentru
cunoagterea noastrd. A gandi o specie inseamnd sia gandim unul sau mai multe exemplare
cunoscute de noi, desprinzdnd imagini sintetice care sd identifice pentru spiritul nostru acesti
indivizi, trasaturile desprinse aritind incluziunea lor in specie». In sfarsit, Denjoy analizeaza ce
inseamnd «a gandi o operatie». Dupd ce a considerat in toatid generalitatea operatia de a gandi,
autorul trece la examinarea a ceea ce poate fi gandit in matematici. El ajunge la o prima concluzie
pe care o enunta astfel: «in toate studiile al caror subiect se refera la aritmetica, algebra sau analiza,
si in ciuda iluziilor contrare pe care le poate crea folosirea simbolismului in teoriile generale,
materialul elementelor numerice efectiv gandite de catre om se compune numai §i se va compune
totdeauna dintr-un numar finit de numere intregi».
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Trecand la analiza definisabilului, Denjoy remarca: «Multe paradoxe din cele mai cunoscute
din teoria multimilor se bazeazd, de fapt, cand pe echivalenta diverselor acceptiuni acordate
cuvintelor ca a defini, numerabil etc., cand pe premisa, pusa ca evidentd, a unui postulat fals».

Analizand mai departe notiunea de definitie, el gaseste o conditie sine qua non a definitiei:
«Pentru a defini un obiect, trebuie mai intdi sa gandim acel obiect (adica, asa cum am explicat, sd
reunim in spiritul nostru imaginile al caror ansamblu caracterizeaza obiectul §i formeaza o
notiune)». Consecinta pe care o trage autorul din aceastd conceptie este urmatoarea: «Din punctul
de vedere aratat, termenii definisabil si gandibil trebuie sd fie considerati ca echivalenti» (op. cit.,
p- 942).

Examinidnd acum a treia distinctie facutd in lumea obiectelor matematice, adicd «ceea ce
exista», Denjoy afirma cd, din punctul sdu de vedere: 1. ceea ce este gandibil este definisabil si are
o0 existenta reald; 2. exista entitati matematice care nu sunt nici gandibile, nici definisabile. Autorul
citat se serveste de aceste distinctii pentru a arita eroarea fundamentald comisa 1n constructia
paradoxului lui Richard.

Ideile lui Denjoy sunt deosebit de interesante; ele delimiteaza notiunile gandibil, definisabil si
existent §i stabilesc conexiunile dintre ele si limitele pand unde sunt valabile aceste conexiuni.
Chiar daca aceste idei ar trebui sa fie completate, orice analiza logica trebuie sa plece de la aceste
trei idei: gandire, definitie, existenta si orice sistem logico-formal de matematici, care nu tine cont
de faptul cd aceste trei notiuni sunt esential legate, risca sd trateze despre altceva decat despre
matematici.

Vom retine 1n special, din examenul facut pana aici, urmatorul rezultat: A defini corect un lucru
in magtematici inseamnd a gandi acel lucru §i prin aceasta a afirma in mod matematic existenta
lucrului considerat.

Daca, de exemplu, vom da definitii in mod incorect, lucrul astfel definit nu este gandit si chiar
dacéd am presupune — ca si Denjoy — ca exista obiecte matematice fara a fi definisabile si ca urmare
gandibile, nu este mai putin corect sa tragem concluzia: dacd un lucru este dat exclusiv prin
definitia sa si aceastd definitie este dintre acelea pe care noi le-am clasat in a doua categorie de
definitii incorecte, atunci noi nu gandim nimic prin aceastd definitie si, In plus, nu avem nici un
drept de a presupune ca lucrul exista.

2. Definitia «idem per idem»

Sa notam cu D, defimiendum, $i cu d, definiens, semnul = fiind simbolul definitiei. Definitia lui
D prin d se va scrie atunci:

D:Dfd.

Conditia necesara pentru ca aceasta formula sa nu degenereze intr-o definitie idem per idem
este ca D sa nu fie identic cu d, adica D # d. Altfel am avea o identitate:

d:Dfd.

care, ca identitate, reprezintd o propozitie adevarata, dar ca definitie este eronata §i prin ea nu
definim nimic. Mai mult, noi nu gandim nimic prin aceasta definitie eronata si obiectul presupus a
fi exprimat prin D si definit prin D = ped nu exista.

Sa presupunem ca avem urmdtoarea definitie: «multimea M este multimea tuturor multimilor

care se contin ca elemente». Cu alte cuvinte, dacad multimea o apartine multimii a, atunci multimea
o apartine multimei M:
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oeM=po € a (1)

Conditia unei definitii care nu este idem per idem aratd cd multimea o nu poate fi identica cu
multimea M, deoarece am avea atunci definitia:

LE O =pOE 0
sau
MeM =p: Me M.

Deci, o data cu definitia (1), afirmam, in acelasi timp, conditia a # M, pentru ca ea si nu
degenereze intr-o definitie eronata idem fer idem, prin care nu gandim nimic si, deci, nu afirmam
nimic ca existent.

In consecinti, daca nu avem o altd definitie pentru M, alta decat aceea a multimii o (pentru ci
o # M), atunci M nu este definita prin (1). Aceasta inseamnd cd expresia o.€ o nu este definisantd,
ceea ce se intelege de la sine: definitia unei multimi o §i proprietatile care decurg pentru ea din
propria sa definitie nu pot fi definisante pentru nici o altd multime M, ci numai pentru multimea o.

Bertrand Russell a crezut ca asemenea expresii, ca o€ o sau ¢(¢) nu pot fi formate, neavand
sens (pentru ci ele nu respecta teoria tipurilor). Concluzia noastrad aratd ci asemenea expresii sunt
legitime, dar cd ele nu sunt definisante. De exemplu, intrebarea dacd multimea numerelor prime se
contine sau nu ca element este o problema legitima, care are un sens precis si de asemenea un
raspuns precis: nu, ea nu se contine ca element. Afirmatia are un sens determinat si noi gandim cu
adevarat ceva prin aceastd propozitie. Deci, nu putem interzice formarea unor expresii de forma
o€ a sau ¢(o) (in comprehensiune), sau cu negatie, ~a € ~a, ~().

Din consideratiile anterioare, rezultd ca regula definitiei non idem per idem nu mai permite
definitia multimii tuturor multimilor». Sa presupunem ca am definit notiunea m de multime, sau ca
o consideram ca o notiune primitiva. Sfera notiunii m este multimea tuturor multimilor §i nu exista
o altd multime in afard de sfera notiunii m. A incerca sa definim multimea M a tuturor multimilor
prin multimea determinatd de notiunea m inseamna a defini pe M idem per idem, adica a nu defini
in realitate nimic, a nu gandi nimic si a nu pune nimic ca existent prin M.

3. Definitia contradictorie

Sa consideram un exemplu de definitie contradictorie. S presupunem cid avem o definitie a
unei multimi N: «multimea N este multimea tuturor multimilor a care nu se contin ca element».
Simbolic putem scrie aceasta definitie astfel:

o€ N = po~€E a.

Conditia definitiei, anume de a nu fi o contradictie, face imposibil ca multimea o sa fie
vreodatd egald cu N, deci o # N. In consecintd, dacd noi nu avem pentru N o alti definitie decat
aceea a multimii o (sau a multimilor o), multimea N nu este definita. Deci §i aici expresia o~€ o nu
este definisanta, dar ea este legitima, pentru ca putem totdeauna spune, de exemplu, cd multimea
numerelor prime nu se contine ea insasi ca element, ceea ce inseamna ca nu este ea Insasi un numar
prim. Aceastd expresie nu este insd definisantd, deoarece, dacd nu respectim conditia definitiei
a € N, cadem in contradictie:

o€ a=pro~casau NeN =ps N~ N.
In consecintd, «multimea N a tuturor multimilor care nu se contin ca elemente» nu este definita,

deoarece expresia o~¢€ o nu este definisantd; multimea N nu este definitd, nu este gandita si nu
reprezinta nimic existent.
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Sa ludm acum un exemplu in comprehensiune. Sa consideram, de pilda, paradoxul lui Russell,
construit cu impredicabil. Orice predicat isi convine siesi ca predicat sau nu, tertium non datur.
Daca nu 1si convine ca predicat, vom spune ca este impredicabil (Imp). Deci vom avea definitia:
Daca un predicat ¢ nu are proprietatea @, atunci el va avea proprietatea /mp.

Simbolic, scriem acest lucru astfel:

Imp (@) = pr~ (). (2)

Conform conditiei definitiei, (2) nu trebuie sd includa cazul in care simbolul /mp ar putea fi
substituit simbolului @, fiindca atunci am avea contradictia:

Imp (Imp) = pe~ Imp (Imp).

Deci definitia predicatelor ¢ si proprietatile lor, care decurg din propriile lor definitii, nu pot sa
defineasca un alt predicat /mp, ci numai predicatele ¢.

Expresia ~p(¢) poate fi formatd, ea are un sens bine determinat, dar ea nu este un termen
definisant si drept urmare predicatul /mp (impredicabil) nu este definit printr-o asemenea definitie,
nu este gandit si nu este pus nici ca existent.

Este de mentionat aici tentativa lui H. Behmann de a rezolva paradoxele logico-matematice
facand apel la regula pascaliand: in orice definitie trebuie sd poti sa substitui definiens lui
defimendum. Dar pentru Imp nu avem simbol sau expresie simbolicd care sd poatd sid-i fie
substituitd pentru a reveni la simboluri fara /mp. De unde regula lui Behmann, pentru a impiedica
paradoxele: «Expresiile care contin semne abreviative sunt permise numai in cazul in care
substituirea acestor semne prin semnificatia lor simbolicad este in Intregime efectuabild» (H.
Behmann: Zu den Widerspriichen der Logik und Mengenlehre, 1931). Cu alte cuvinte, Behmann
constatd cd nu existd expresie definisantd pentru /mp, dar in loc sa traga concluzia ca /mp nu este
definit, el da o regula prohibitiva si conventionala prin care doreste sa evite aparitia contradictiilor.
Cu aceasta ocazie, este interesant de subliniat faptul cd dezvoltarea pe care a luat-o ideea lui
Behmann 1n sistemul lui Bochvar (D. A. Bochvar: Asupra unui calcul trivalent si aplicatiile lui in
analiza paradoxelor calculului functional extins clasic, in Matematiceskii sbornik, nr. 4, 1939).
Bochvar a dat o demonstratie pentru conditia formulata de Behmann (care este conditia pascialiana
a definitiei). El a construit un sistem formal fara teoria tipurilor, care poate sa inlocuiasca sistemul
lui Russell. Netindnd 1nsd seama de teoria tipurilor, antinomiile apar imediat. Autorul aratd ca
aparitia antinomiilor se datoreaza admiterii tacite sau explicite a unui postulat formal, care infirma
tocmai exigenta lui Behmann. Dacd renuntdm la acest postulat, sistemul lui Bochvar nu mai este
contradictoriu.

4. Definitia circulara a numarului

Vom analiza acum despre definitia numerelor cardinale in teoria multimilor. In aceasta teorie
(expusd In A. Fraenkel, Abstract Set Theory, p. 59, Amsterdam, 1961) se afirma: «Numarul
cardinal al unei multimi S este multimea tuturor multimilor echivalente cu S».

Autorul tratatului citat isi dd seama de evanescenta unei asemenea propozitii, deoarece el scrie
in continuare: «Aceasta definitie pare intr-un fel paradoxald. Totusi, asemenea definitii sunt astazi
lucruri comune In matematici». Dar faptul cd o eroare este comisa In mod frecvent si in diverse
variante nu constituie pentru nimeni o obligatie de a o accepta. Cu atat mai mult cu cit o propozitie
circulara nu enunta nimic, este vida de orice continut si, dupa cum am aratat, daca in spatele ei se
ascunde o propozitie identica (propozitie adevdratda), ea nu vehiculeaza nici o cunostintd. Daca
definitia numarului 2 se reduce la identitatea adevaratd 2 = 2, trebuie sa recunoastem ca ea nu ne
spune nimic despre numarul 2 si cd toate acestea nu servesc la nimic altceva decat sd ne ascunda
ignoranta. Ea nu introduce nimic fals, dar nici nu introduce nimic adevarat.
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Bizareria acestei definitii n-a trecut neobservata si Russell, de la inceput, a recunoscut-o,
declarand totusi ca el o preferd entitatii metafizice 2 (Introduction to Malhematical Philosophy,
trad. fr., p. 31, Paris, 1928). El exprima acest cerc vicios prin «definitia» (op. cit., p. 32): «Un
numar este ceea ce reprezinta numarul unei clase (multimi)». Russell recunoaste ca «o asemenea
definitie are, dupd cum sunt folosite cuvintele, aparenta unui cerc vicios», dar in realitate el nu
crede ca este asa si explica acest lucru astfel: «Am definit numarul unei clase date fara a utiliza
notiunea generald de numar; In consecinta, putem sd definim numarul in general in functie de
numarul unei clase date fara a comite o eroare de logicd». Pentru a explica vidul acestei definitii, el
scrie: «Definitiile de acest fel sunt, de altfel, foarte frecvente. Clasa tatilor, de exemplu, ar trebui sa
fie definitd definind mai Intdi ce inseamna a fi tatdl cuiva; atunci, clasa tatilor va cuprinde pe toti
cei care sunt tatii cuiva». Am citat acest exemplu pentru a sublinia cd ne-am obisnuit in asa masura
cu acest fel de a pune problemele Incat nu mai reusim sd ne descurcim in probleme elementare.
Din punct de vedere logic, «clasa tuturor tatilor» este sfera predicatului «tatd»; dar Russell doreste
sa defineascd o noua clasa, a tuturor tatilor, prin predicatul «tatay, care deja a definit (prin sfera sa)
clasa tuturor tatilor! Explicatia datd de Russell ca «definitiile de acest fel sunt de altfel foarte
frecvente», explicatie din nefericire adoptatd de citre multi matematicieni (am. vazut ca Fraenkel
si-a Insusit-o si el), nu are valoare logica.

Vom arata in mod direct lipsa de continut a acestei definitii a numarului. Sa scriem in acest
scop definitia simbolicd a numarului cardinal. In Principia mathematica, Nc este numarul cardinal
al clasei (multimii) adica, 1n termeni logistici, Nc o este clasa tuturor claselor echivalente cu a. Sa

notam relatia de echivalentd (de similitudine) cu Sm, Sm'ca inseamna in acest caz clasa tuturor
claselor care au relatia de similitudine:

Nc’o = pr Sm'a .
«numarul cardinal al clasei a este clasa tuturor claselor care au relatia de similitudme cu a».

Dar chiar Russell afirma: ,,Oricare ar fi numarul termenilor pe care il posedd o multime,
multimile care 1i sint asemdnatoare vor avea acelasi numar de termeni ca ea». Cu alte cuvinte,
construim imaginea abstractd (numarul) a unei clase a si apoi repetam clasa o si spunem ca a are
relatia de similitudine cu ea. Dar definitia unei clase §i proprietdtile care decurg pentru ea §i
numai pentru ea, din propria sa definitie, nu pot fi definisante pentru nici o alta clasa decdt pentru
o, deoarece numai in acest fel putem distinge clasele (multimile) intre ele. Definitia

Nc’ o= Df Sm'a .

este deci Intr-adevar o definitie idem per idem, prin care nu gandim nimic, nu definim nimic si
nu punem nimic ca existent, cu toate cd propozitia lui Russell inclusa in aceastd definitie — «Un
numar este ceea ce reprezintd numarul unei clase» — este o propozitie adevaratid. Dar aceasta
propozitie nu spune nimic asupra naturii numarului, nefiind o definitie, ci o identitate.

S. Definitii prin accident

Logicienii matematicieni au evitat sd vorbeasca de esentd si de accident, de teama ca aceste
notiuni sa nu implice teoria metafizica aristotelicd. Dar putem vorbi de esentd si de accident din
punctul de vedere pur logic, fara a apela la conceptii filosofice. Sa ludm un tratat de logica clasica,
spre exemplu tratatul lui Alexander Bain: Logique déductive et inductive (2vol., trad. franc., G.
Compayré, Paris, 1894). latd ce spune autorul despre accident: «Accidentul sau concomitentul, ca
predicat, exprima ceva ce nu apartine esentei sau conotatiei subiectului si ceea ce nici nu se poate
deduce din ideea subiectului. Aurul este cel mai pretios dintre metale; Aurul esie folosit ca monedad,
iata propozitii al caror predicat poate fi considerat ca un accident sau ca un concomitent». (op. cit.,
I, 2, 17.) Propozitiile de acest gen nu pot fi considerate ca definitii ale aurului. Dar sa il urmarim
mai departe pe Bain: «Cu predicate de felul acesta se formeazd mai ales propozitia reald, in
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opozitie cu propozitia verbala, esentiald, identica (propozitia analitica a lui Kant). Vom avea atunci
propozitia sintetica a lui Kant, propozitie in care predicatul este un adaos pozitiv la subiect, nefiind
in nici un fel — nici direct, nici indirect —, cuprins in subiect. Afirmatiile care se referd la
concomitentd sunt extrem de numeroase in practica de zi cu zi. Intalnim adeseori in jurul nostru
lucruri care se Insotesc, cu toate cd ele nu se implicd cu nimic unul pe altul. Toate afirmatiile
relative la corpuri si care se referd la situatia lor locald, la pozitiile lor, la intrebuintarea lor,
sunt afirmatii de concomitentd; nu putem sa iIntrebuintdm aceste predicate in definitia sau in
esenta corpurilor».

Logica clasica a facut o distinctie, ramasa traditionala, Intre accidente separabile si accidente
inseparabile. Exemplul acestei distinctii este dat de propozitiile «Vergilius a locuit la Romay
(accident separabil) si «Vergilius s-a nascut la Mantova» (accident inseparabil). Se vede ca daca
spunem ca Virgiliu este cel mai mare poet latin nu rezultd ci el a locuit la Roma si nici ca s-a
nascut la Mantova, deoarece accidentul nu poate fi dedus analitic din definitia unui lucru, nefiind o
nota a acestei definitii. Asadar, el nu poate fi un caracter definisant.

Sa trecem la examinarea notiuunii de clasa sau de multime, care constituie elementul
fundamental al matematicilor moderne.

Cantor a definit, cum se stie, notiunea de multime astfel: «O multime (Menge) este o reuniune
intr-o unitate a unor obiecte bine determinate si distincte ale intuitiei noastre sau ale gandirii
noastre, care sunt numite elementele multimii». Dar cum cu aceastd conceptie a notiunii de
multime s-a dat peste contradictii, matematicienii au considerat ca este mai convenabil sa se ia
notiunea de multime nu ca o notiune definita, ci ca un element primitiv al intuitiei noastre. lata ce
scrie Fraenkel in tratatul citat mai Tnainte: «Timp de mai multe decade tentativa de a ameliora
definitia lui Cantor a rdmas complet fard rezultat si a trebuit sa renuntam la definitia conceptului
general de multimey. Posibilitatile de a remedia situatia sunt, tot dupa Fraenkel, in principal, in
numar de trei:

1. Sa concepem si sa definim conceptul de multime intr-un sens foarte ingust, dar atunci o mare
parte a matematicilor clasice (analiza, geometria, teoria multimilor) ar deveni lipsitd de sens sau
chiar inadmisibila.

2. Sa adoptam o reforma fundamentala a logicii ca bazd a matematicilor.
3. Sa recurgem la metoda axiomatica.

In tratatul sau, autorul citat alege o cale de mijloc intre axiomatica formald si expunerea
intuitivd. Aflam astfel care este notiunea de multime. Autorul pleaca de la relatia de apartenenta
(membership), care se citeste «x este un membru al lui y» sau «x apartine lui y», sau incé «y contine
pe x (ca membru)». Aceasta relatie, notatd prin semnul « € », este considerata ca o relatie primitiva
si este acceptatd de Fraenkel ca o relatie nedefinita. Ea va fi utilizata atat cat vor permite axiomele
pe care le vom alege. latd acum ce numeste Fraenkel o multime: «Vom considera, in general, un
singur fel de obiecte care sunt admisibile ca argumente ale relatiei de apartenentd; aceste obiecte
vor fi numite multimi» (op. cit., p. 13).

Pentru a evita pericolul implicat de notiunea de multime, alti matematicieni au luat aceasta
notiune ca pe o notiune primitiva, care se intelege de la sine. De exemplu, W. Sierpinski nu ne mai
spune ce este o multime, ci ne indica numai modul de formare al ei:

«Multimi. Cu obiecte date putem forma multimi. De exemplu, cu literele a, b, ¢, putem forma
multimea acestor litere». (W. Sierpinski: Cardinal and Ordinal Numbers, Varsovia, 1958).
Formam multimi, dar nu spunem ce este o multime!

De indatd ce au aparut contradictiile n teoria multimilor, s-a recurs la metoda axiomatica,
pentru a supune notiunea de multime unei serii de restrictii axiomatice, unor delimitiri matematice
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riguroase, si astfel s-a ajuns cd nu se mai stie in cele din urma dacé ceea ce numim multime este
totusi o multime! Iatd ce scrie in acest sens Bourbaki (7héorie des ensembles, p. 60, Paris, 1954):
«Din punctul de vedere naiv, multe entitdti matematice pot fi considerate drept colectii sau multimi
de obiecte. Nu vom cauta si formalizim aceastd notiune si, 1n interpretarea formalistd care
urmeaza, cuvantul multime trebuie considerat ca riguros sinonim cu fermen; in particular, expresii
ca fie x o multime sunt in principiu cu totul superflue, pentru ca orice litera este un termen». Ceea
ce seamand cu un mic joc de logicd al celor vechi, care considerau paradoxald propozitia: «Sa
vorbim tdcandy», In cazul nostru: «sa folosim in calcule litere presupuse a fi multimi, dar sd nu
vorbim despre multimi».

Sa vedem insd cum s-a ajuns la aceastd bizard situatie. Sa revenim la notiunea intuitiva de
multime. Multimea este o colectie de obiecte. Toate elementele care au o aceeasi proprietate
formeaza o clasd sau o multime. Sau, altfel spus, o clasd (multime) este formata din toate valorile
admisibile pentru argumentul unei functii propozitionale f{x).

O functie propozitionald f{x) cu un singur argument determinad o singura clasd (multime) a,
care se scrie:

a= X (fx).

Toti aceia care nu verifica o functie propozitionala f{x) formeaza clasa contrara lui o (multimea
complementard), notatd cu —a, §i care se scrie:

—0 = ~X (f%).

Sa examindm mai de aproape aceste idei. Daca scriem pe o foaie de hartie numarul 1, numarul
7 §i ecuatia lui Pell, am format o clasa sau o multime din trei membri, care este perfect determinata.
Aceste trei elemente au o proprietate comuna: ele figureaza pe aceeasi foaie de hartie. La fel putem
spune si «multimea formata din toate obiectele care se gisesc in camera d-lui Dupin, strada N, nr.
n. Fie aceste obiecte: 0 masa, patru scaune, o calimara, un stilou, 24 foi de hartie, 1215 carti, un
covor si insusi d-1 Dupin. Multimea este perfect determinata, cu toate ca aceste elemente heteroclite
se afld din intdmplare in aceastd camera. Este clar cd, in ambele cazuri, elementele nefiind legate
intre ele printr-o proprietate comuna care sd facd parte din conotatia fiecarui element, rezultd ca
pentru a determina aceste multimi trebuie sa indicam toti membrii ei. Dar dacd definim clasa
mamiferelor, de exemplu, situatia se schimba: fiecare element din colectie este definit prin definitia
generala a predicatului mamifer. Dacd spunem «x apartine clasei mamiferelor», atunci vom sti
precis ca x este un vertebrat, ca el are sangele cald, pielea acoperita cu par, ca femelele nasc pui vii
etc. Sa consideram unul din cele doua cazuri de care am vorbit anterior. Sa notdm clasa obiectelor
din camera d-lui Dupin, strada N, nr. n, cu litera D. Daca spunem «x apartine clasei D», nu vom sti
nimic despre x; poate fi chiar d-1 Dupin sau unul din scaune etc. Aceasta se intdmpla din cauza ca
astfel de clase sunt formate prin accident, in timp ce clasa mamiferelor, de exemplu, este formata
prin caractere analitice permanente, comune tuturor elementelor sale.

In consecinta, sunt doud feluri de multimi:
1. Multimi (clase) formate prin accident, si care sunt date numai dacé toate elementele sunt

efectiv date.

2. Multimi (clase) formate prin definitii construite in mod regulat, cu elemente esentiale ale
conotatiei conceptului definit, unde nu este nevoie sa se dea fiecare element.

Rezulta din cele spuse doua concluzii:

A. Pentru multimile formate prin accident, teza intuitionista este perfect valabild. O astfel de
multime nu este datd decat daca elementele sale sunt date fiecare in parte. Cum pentru Brouwer si
adeptii sai aceasta teza nu este valabila decat in domeniul finitului $i cum nu putem indica efectiv
toti membrii unei multimi infinite, rezulta pentru ei ca multimea nu exista.
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Dar aceast lucru nu este adevarat; numai in domeniul colectiilor construite prin accident este
cerutd aceastd conditie. Orice colectie, finitd sau infinitad, daca este formatd prin accident, are
nevoie de indicarea fiecdrui membru. Cum insd in domeniul infinitului aceastd obligatie nu este
realizabila, rezultd cd multimile infinite definite prin accident nu sunt gandite, nu sunt in mod real
definite si nu existd. Am vazut, de altfel, cd accidentul apare in propozitiile sintetice ale lui Kant,
propozitii contingente, in care predicatul nu este continut in subiect, avand o baza de fapt si nu una
logica. Vom enunta deci teza lui Brouwer astfel: «Toate propozitiile (addugam noi, forrnate printr-
un accident) care au un continut, trebuie sa indice una sau mai multe stari de lucruri (Sachverhalte)
bine determinate si accesibile experientei noastre».

Colectiile infinite, definite prin accident, cer aceasta conditie, nu fiindca ele sunt infinite, ci
pentru ca sunt definite prin accident; fiind infinite, aceasta conditie nu poate fi satisfacuta.

B. In clasele formate prin accident, cuvantul «toti» nu are un sens colectiv, ci unul distributiv;
elementele unei astfel de clase nu apartin colectiei ca formand, in mod colectiv, sfera aceluiasi
predicat, ci ele sunt elemente carora li s-a distribuit prin accident o proprietate care nu face parte
din conotatia nici unuia din aceste elemente. Intr-adevir, a spune: «clasa tuturor obiectelor din
camera de lucru a d-lui Dupin» (clasd formatd prin accident) inseamna a indica pe fiecare dintre
membrii sii, deci toti membrii trebuie dati in prealabil si individual. In consecintd, «clasa tuturor
obiectelor din camera de lucru a d-lui Dupin» inseamna efectiv «clasa obiectelor din camera d-lui
Dupin» luate obiect cu obiect si aici toate are intr-adevar un sens distributiv.

Observatia ca particula «fofi» — omnes — are doud sensuri, colectiv si distributiv, a fost facuta
de logicienii scolastici, in teoria privind particulele syncategoremata.

Sa consideram, de exemplu, foafe clasele posibile, inclusiv ultima imaginabild, pe care
le vom nota:

™1, Oy, O3, ..., Q. (D)

Nu avem dreptul sd presupunem ca exista o alta clasa in afara tuturor claselor (1), altfel nu am
fi avut dreptul sa spunem ca le-am luat pe toate.

Sa formam acum o clasd U cu toate clasele posibile din (1). Este posibil? Am ajuns la o
contradictie: exista Incd o clasa U 1n afara tuturor claselor posibile indicate in (1). Daca tinem cont
de sensul al doilea al syncategoremei omnes, propozitia: «Sa consideram toate clasele posibile o,
Wy, M3, ... , Q» trebuie si fie Inteleasa in sensul sau distributiv: «Sa consideram fiecare clasa o, o,
o3, ... , O». In acest caz, sensul colectiv a fost deja utilizat si epuizat in formarea daselor (1) si nu
mai este nici o contradictie, pentru cd nu mai exista o clasa U.

6. Pseudoclasa non-A

In teoria multimilor, ca si in calculul claselor, intalnim frecvent o clasa oarecare 4 si clasa
contrard non-A (complementul lui 4. din teoria multimilor).

De asemenea, se considera in calculul predicatelor un predicat ¢; daca o entitate logica x nu are
acest predicat ¢, atunci i se acorda un alt predicat P.

In acest capitol ne vom ocupa de clasele de forma non-A, sau — considerand problema in
comprehensiune — sd vedem daca non-atribuirea unui predicat unei entitdti logice x exprima intr-
adevar o predicatie.

Definitia unei clase este: «Toti aceia care verifica o functie propozitionald (xf)». Sau mai
simplu spus: «O clasd (multime) este o colectie de elemente care admit toate acelasi predicat».
Calculul claselor a acceptat inca o clasa in raport cu un predicat dat f; functia propozitionala f(x)
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defineste clasa X (fx), dar ea defineste in acelasi timp si clasa tuturor elementelor care nu verifica
functia f{x). O functie propozitionald (cu un singur argurnent) determina astfel doua clase, clasa 4
si clasa non-A4, non-4 fiind formata din «toti aceia care fac falsa functia f{ x)»:

A= X (fx)
non-4 = x (~f).

Russell si Carnap au spus mai simlplu: «O clasa este extensiunea unui predicaty, ceea ce face
din notiunea de clasa sau de multime notiunea logica traditionald de sfera a unui concept (Umfang).

Clasa A4 este extensiunea predicatului f; dar atunci clasa non-A4 este extensiunea carui predicat?
Care este predicatul comun tuturor elementelor care nu admit acelasi predicat /7 Am ajuns astfel la
dilema urmatoare: Dacd non-A4 este o clasa, atunci definitia data: «Toti cei care verificd f{x)» nu
este definitia clasei; daca pastram cu rigurozitate aceasta definitie, atunci non-4 nu poate fi o clasa.
Aceasta lipsa de precizie in ceea ce priveste conceptul de clasd — si Tn mod special asa-zisa clasa
non-A —, poate fi regasita in toate tratatele de logica sau de matematica. Citim, de exemplu, Intr-un
tratat de algebrd de o valoare incontestabila ca acela al lui B. L. Van der Waerden, Moderne
Algebra: ,,Gandim, ca punct de plecare al tuturor consideratiilor matematice, unele obiecte
reprezentabile, ca de exemplu semne de numere, litere sau combinatii ale acestora. O proprietate pe
care fiecare din aceste obiecte o are in mod particular, sau nu o are, defineste o multime sau o
clasd; elementele multimii sunt obiecte carora aceastd proprietate le convine». latd deci confuzia
despre care am vorbit: o proprietate, pe care fiecare din aceste obiecte nu o are, defineste o multime
sau clasa; elementele acestei multimi sunt obiectele carora aceasta proprietate le convine. Care?

Desigur, matematicienii au libertatea sa aleagd notiunea de multime sau de clasd cum cred; dar
ea trebuie aleasa si, o datd aleasa, ea nu poate fi altceva decat ceea ce este. Putem chiar spune ca
X (fx) si X (~fx) reprezinta fiecare o clasd; dar, in acest caz, clasa X (fx) §i clasa ~ X (fx) nu mai pot
fi definite printr-o definitie unicd «toti acei care verifica f{x)», ci trebuie sa introducem inca o
definitie pentru clasa x (~fx) si anume «toti cei care nu verifica functia f{x)», ceea ce nu este acelasi
lucru. Vedem dar cd, in general, dacd luim in considerare o functie cu un singur argument f{x),
ambele clase, X (fx) si X (~fX), nu pot fi constituite bazdndu-ne pe o definitie unicd a notiunii de
clasa, si, ca urmare, colectiile X (fx) si X (~fx) nu pot fi caracterizate ambele prin acelasi concept de
«clasa», cu acelasi sens.

Sa consideram o clasd determinatd, de exemplu, clasa «omy; un element x apartine acestei
clase daca putem scrie pentru el:

X e om.

Toti x care fac adevidratd aceastd functie propozitionald formeaza clasa om: (x€ om). Clasa
non-om nu exprima sfera nici unui predicat. Cand scriem x € non-om, nu am indicat nici o totalitate
de elemente care pot fi reunite impreuna ca bazandu-se pe o proprietate comuna. Clasa non-om — i
in general clasa non-4 — nu exprimd nimic in plus, decat faptul cd existd elemente care nu au
proprietatea comund elementelor clasei om. Dar cum sd afirmam cd toate aceste elemente au o
proprietate comuna prin faptul ca ele nu au o proprietate comuna? Dupd cum a observat
Aristoteles, clasa non-A nu este definitd. latd ce scrie acesta in De interpretatione (2,16 a):
«Numele este un sunet care are un inteles prin conventie ...». $1 mai departe: «Expresia non-om nu
este un nume. Intr-adevir, nu exista nici un termen determinat care si o desemneze, cici ea nu este
nici vorbire, nici negatie. Putem spune ca este numai un nume nedefinit» (pentru ci apartine la
orice, la ceea ce este si ceea ce nu este).

In consecintd, ludnd ca atare expresia «non-A», ea nu este o clasa, pentru cd nu existd nici un
element comun care apartine conotatiei fiecdruia din elementele acestei colectii care sd autorizeze

reuniunea lor intr-o clasa. Sa ludm diferite obiecte care nu sunt «om»: pestele nu este om, numarul
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7 nu este om, Luna nu este om, ecuatia lui Pell nu este om etc.; pentru toate aceste elemente care nu
au predicatul om, acesta, neavand nici un raport cu conotatia lor, este un accident iar noi constataim
numai ca ele nu au acest accident. Deci clasa non-4 este definitd prin accident $i anume tocmai prin
faptul ca aceste elemente nu au un anumit accident. Din punct de vedere logic, ea nu este definita,
deoarece o definitie nu poate fi construitd prin accident §i cu atat mai putin prin lipsa unui accident.
Este adevarat ca in unele cazuri particulare si bine determinate, daca in interiorul unei clase date 4
existd numai doua clase — a si b —, in mod expres definite fiecare, putem construi clasele a si non-a,
care sunt de data aceasta precis definite. A spune in acest caz cd «x apartine clasei non-a» inseamna
ca «x apartine clasei b». Deci, numai in cazul unor determinari precise o clasd non-a, in interiorul
unei alte clase 4, poate avea o semnificatie definitd, iar elementele sale sunt reunite intr-o colectie
pentru ¢ au o proprietate comuni. In cazul general, clasa non-4 nu are nici o semnificatie, nefiind
decat un «nume nedefinit», dupa cum a afirmat Aristoteles.

Aceeasi observatie poate fi facuta si in problema predicatelor negative. Aristoteles s-a ocupat
pe larg de aceastd problema (Analytica priora, 1, 46). El scrie, examindnd termenii definiti si
termenii nedefiniti: «in stabilirea sau respingerea unei concluzii, existi o diferentd dupa cum
consideram ca identicd sau ca diferitd semnificatia expresiilor a nu fi acesta si a fi non-acesta; de
exemplu, a nu fi alb si a fi non-alb. Intr-adevir, sensul nu este acelasi iar, pe de altd parte, negatia
lui a fi alb nu este a fi non-alb, ci a nu fi alb». Simpla afirmatie «x nu are predicatul P» nu 1i
atribuie lui x un predicat deoarece, din faptul ca x nu verifica functia propozitionald P(x), nu rezulta
pentru x o proprietate. Avem exact problema precedenta vazuta in comprehensiune.

Vedem acum clar care este eroarea in aceste probleme: a fost introdusa o proprietate P, pe care
o entitate logicd x ar avea-o ca urmare a faptului cd x nu are o altd proprietate. Dar a avea pur si
simplu o proprietate nu Inseamnd a avea o altd proprietate si nici a nu avea pur si simplu o
proprietate nu Inseamna a avea o altd proprietate. Acelasi lucru se poate spune si pentru clase:
simplul fapt de a apartine unei clase nu constituie prin el insusi o altd proprietate — de a apartine
unei alte clase —, si nici simplul fapt de a nu apartine unei clase nu constituie prin el insusi o alta
proprietate, de a apartine unei alte clase.

Daca din simplul fapt cd un lucru oarecare x nu admite un predicat P rezultd cd x admite un
predicat Q, atunci, deoarece x nu admite un numar imens de predicate, ar rezulta ca x, oricare ar fi
el, admite un numar imens de predicate, ceea ce este absurd.

7. Submultimile unei multimi si teorema lui Cantor

Sa consideram acum notiunea de submultime (sau subclasd). Sa ludm definitia de submultime
din cartea lui Fraenkel, Abstract Set Theory (p. 13): «Submultimi. Definitie. Daca fiecare membru
al unei multimi S este de asemenea membrul unei alte multimi £ (adicd, de exemplu, dacd xe S
implicd x € E), atunci S este numita o submultime a lui E».

Vom observa mai Intéi ca orice submultime nu este constituita ca multime decat in functie de o
multime deja datd; submultimea S a multimii £ nu are o definitie independentad de multimea £, a
carei definitie se presupune ca a fost datd anterior. Nu existd submultimi in sine, nu existd decat
multimi. Submultimile sunt create numai in interiorul unei multimi date. Submultimile nu sunt
definite prin insasi definitia unei multimi £; ele nu deriva direct si analitic din notiunea de multime.
Din faptul ci s-a dat definitia sau chiar ideea de multime nu rezultd ci existd submultimi. In
consecintd, submultimile unei multimi, considerate ca noi multimi, sunt construite conventional, iar
din punct de vedere logic ele sunt definite prin accident. Din definitia datd mai inainte rezulta ca
fiecare multime este de asemenea propria sa submultime.

Fie multimea £ = {a, b, c}; putem alege toate elementele lui £ si s formam submultimea £ a

lui £; putem sa alegem aceste elemente doua céte doua si vom obtine o noud submultime a lui £: S,
={a, b}, S, ={a, c}, S;={b, c} etc.
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Dar aceste submultimi sunt definite prin conventie si ele nu existd decit in interiorul multimii
date. A le scoate din universul lor particular, unde conventia noastra le-a creat, inseamna a le
anihila, pentru ca nici o conventie nu existd in sine. Dar tocmai aceasta este tentativa pe care o
facem cand credem ca gindim ca numarul submultimilor unei multimi date exista in afara multimii
insdsi care le serveste de baza. O multime poate sa aiba o definitie propriu-zisa ca multime, dar ca
submultime nu este definitd decat prin accident. Este adevarat ca este legitim sd formam prin
accident submultimile unei multimi date E; eroarea constid in faptul ca voim si considerim
submultimile lui £ definite si existand numai in functie de £, ca definite si existdnd independent de
E, si in acest caz nu mai definim nimic i nu afirmam nimic ca existent.

In rezumat, daca se di o multime «, putem forma submultimi cu elementele lui «, dar aceste
submultimi nu pot fi date decat in interiorul lui o; a presupune ca ele exista fard a, cu ajutorul
caruia ele sunt definite prin accident, inseamna sa suprimam singurul lor element care le defineste,
adicd accidentul, si atunci submultimile nu sunt deloc definite. Cu alte cuvinte, submultimile
trebuie sa rdmana submultimi si nu sa devind multimi.

Aceasta concluzie apare i mai evidentd daca utilizdm notatiile simbolice. Se noteaza clasa
subclaselor unei clase o prin Cl’a (multimea puterilor din teoria multimilor); printre subclasele lui
o se gasesc chiar clasa a si clasa vida. Avem In Principia mathematica definitia:

Cla=pr B(Bca).

«Clasa tuturor subclaselor Iui o» este definitd ca fiind «toate clasele care verifica functia
propozitionala fC a» (care sunt incluse in a). Dar clasa B nu este definitd ca subclasa lui a decat
prin definitia lui a; deci f presupune clasa o iar functia propozitionald p < a nu este definisanta.
Avem aici un exemplu de definitie idem per idem din categoria a doua, numita diallela: clasa Cl’a a
tuturor subclaselor lui a este definitd cu ajutorul clasei a si al claselor B, definite ca subclasele lui a
prin clasa a.

Sa presupunem, in general, ca formam o clasd G luand toate clasele 3 care au o relatie R cu o
clasd datd a. Vom avea prin definitie:

G=ptB (PR ).

Dar, pentru ca o definitie sa nu degenereze intr-o definitie nuld idem per idem conditia este,
cum am ardtat deja, B # a. Deci B nu poate fi o clasd egala cu a si nu poate fi nici definitd cu
ajutorul Iui a. Dar tocmai aceastd conditie nu este indeplinita si din acest motiv clasa subclaselor
nu este definita.

Sa observam ca subclasele unei clase pot fi formate si ele sunt formate prin accident (si aceasta
este posibil numai daca toate dementele sunt date), dar clasa tuturor subclaselor nu este definita
decét prin accident si pentru aceasta ea nu este corect definitd; noi nu gandim nimic prin aceasta
definitie si nu punem nimic ca existent prin ea. Formarea subclaselor unei clase are un caracter
empiric, de fapt; colectia acestor subclase poate fi realizatd numai in cazuri practic date, dar ea nu
este realizabild prin definitie. Rezultd ca in domeniul claselor infinite problema nu este realizabila
si exigenta lui Brouwer gaseste prin aceasta o explicatie pur logica.

Fiind data o multime M, submultimile lui M pot fi formate numai daca toate elemenlele lui M
sunt date. In domeniul numerelor este suficient si dam efectiv numdrul de elementelor unei
multimi M pentru a calcula numarul de submultimi si in consecintd sa formdam multimea
submultimilor sale. Dar, daca multimea este infinita, numarul elementelor sale nu este dat si, in
consecintd, nu putem determina efectiv toate submultimile, numdarul lor sau multimea lor.

Matematicienii au simtit, de la primele cercetari axiomatice asupra teoriei multimilor, ca este
ceva in nereguld in problema submultimilor unei multimi, pentru cd Zermelo s-a vazut obligat sa
introduca multimea submultimilor unei multimi printr-o axioma de existenta: Fiind datd o multime
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oarecare, multimea submultimilor ei exista. Pentru a 1i da singurul sens pe care il poate avea,
aceastd axioma trebuie sd fie enuntatd dupa cum urmeaza: Fiind data o multime finita, indicdnd
efectiv toate elementele sale, putem forma multimea tuturor submultimilor sale. Am spus ca
«putem formay si nu ca in axioma lui Zermelo «existd», deoarece submultimile, ca si multimile lor,
nu existd prin definitie, adicd Tnaintea formarii lor, ci numai dupa construirea lor efectiva, fiind
formate prin accident si nu definite prin accident (ceea ce nu are sens). Numai dupa construirea
prin accident a multimii tuturor submultimilor unei multimi date poate aceasta si fie efectiv
gandita, si nu inainte.

Acum, dacd ludm in considerare paradoxul lui Cantor, privind numarul cardinal cel mai mare,
putem usor sa descoperim eroarea. Fie M multimea tuturor multimilor si Nc numarul sau cardinal:
Nc este cel mai mare numar cardinal posibil. Pe de altd parte, Cantor demonstreaza ca daca o
multime are n elemente, numarul submultimilor sale este 2" si 2" > n. De unde teorema bine
cunoscutd: numarul cardinal al multimiii tuturor submultimilor unei multimi M este mai mare decat
numirul cardinal al multimii M. In consecinti, dacd M este multimea tuturor multimilor, numarul
sau cardinal Nc este cel mai mare posibil; numarul cardinal al tuturor submultimilor sale are nsa un
numar cardinal mai mare decit Nc.

Daca tinem seama de analiza precedentd, vedem cad paradoxul lui Cantor nu este posibil din
doua motive: 1) El presupune formarea multimii M a tuturor multimilor posibile (si am aratat ca
aceastd multime nu este definita si deci nu gdndim nimic prin M si nici nu punem nimic ca existent
prin el). 2) Submultimile unei multimi M nu pot fi formate prin definitie (ca rezultat al
consideratiilor pe care le-am facut), ci numai daca elementele Iui M sunt date si indicate efectiv,
ceea ce nu este cazul in paradoxul lui Cantor. Aceasta ne conduce insid la o examinare mai de
aproape a teoremei lui Cantor amintitd: Puterea (numdrul cardinal) al multimii tuturor
submultimilor unei multimi date este superioara puterii (numarului cardinal) al acestei multimi.
Conform acestei teoreme, nu ar putea exista o ultima multime (clasd), adicd o multime universala,
pentru ca multimea submultimilor acestei mulfimi (presupusd universald) ar fi mai extensiva.
Aceastd teoremd a permis lui Cantor sd defineascad multimile infinite din ce In ce mai extensive,
adica din ce 1n ce mai puternice, care formeaza seria numerelor transfinite, seria Alephi-lor. Dar,
din analiza facutd, rezultd cd pentru multimile infinite notiunea de submultime nu este aplicabila.
Intr-adevir, in domeniul infinitului conditia ceruta de multimile construite prin accident nu este
realizabild, deoarece nu putem indica toate elementele unei astfel de multimi sau numadrul lor
efectiv. In consecintd, Aleph-ii lui Cantor sunt definiti prin accident, adica nu sunt definiti, nu sunt
ganditi i nu avem dreptul sd 1i punem ca existenti.

8. Concluzii

Credem ca am aratat, prin analiza precedenta, ca trebuie neaparat sa respectim conditiile
definitiei pentru a defini cu adevérat ceva, in consecintd pentru a gandi ceva si, in fine, pentru a
pune ceva ca existent.

Toate definitiile care introduc simple cuvinte, definitiile prin abreviere, definitiile
conventionale, definitiile semnelor sau ale simbolurilor sunt definitii construite prin accident §i
trebuie sd fie utilizate cu prudenta.

In sistemele logico-formale, ca si in matematici, sunt utilizate continuu astfel de definitii.
Logica simbolicd, manipuldnd simboluri vide de orice continut, este, in general, obligatd sa
priveasca relatia dintre definiens si definiendum ca o relatie arbitrard. Sunt introduse astfel
definitiile prin accident care, dacd permit abreviatii utile, nu exprimad in schimb nici un concept
nou; nu gandim nici o idee si nu punem nimic ca existent logic. Pentru a evita unele consecinte ale
acestor definitii nule, trebuie sa tinem seama de conditiile definitiei, dupa cum am vazut.

In general, putem crede ca s-au definit probleme care sunt complet iluzorii tocmai pentru ca ele
nu sunt definite. In cele cateva exemple date, am vazut ca unele concepte si probleme erau (si sunt)
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inexistente. Ceea ce este frapant este ca aceste probleme sunt dintre cele mai dificile in filosofia si
logica epocii noastre. Ar pdrea astfel cd cele mai mari dificultdti de care se izbeste inteligenta
umand nu ar consta in problemele insolubile, ci in probleme inexistente. Este oare acesta cazul
tuturor marilor dificultati? Wittgenstein a afirmat in general (Tractatus, prop. 4.003); «Und es ist
nicht verwunderlich dass die tiefsten Probeme eigentlich keine Probleme sind» (Si nu este de
mirare cd problemele cele mai profunde nu sunt in realitate probleme).
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