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Rezumat: in acest articol evidentiem faptul ca definitia in matematica nu este unica, asa cum voia Aristoteles in definitia
prin genus proximum si differentia specifica, prin care surprindea estenta unui lucru, ci ea este facuta printr-o functie
propozitionald, care lasa creatiei intelectuale toata libertatea de miscare.
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Abstract: In this article we point out that the mathematical definition is not unique, as Aristotle created it, by genus
proximum and differentia specifica, pointing to the essence of a thing. It consists in a functional proposition, allowing the
intelectual act of creation all its liberty of movement.
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1. Pluralitatea definitiei

1.1 Libertatea de alegere a caracterelor definitorii

In articolul precedent dedicat definitiei am vazut importanta acesteia intr-o teorie matematica.
Dar, in acelasi timp, ne ddm seama cé nu exista o definitie unicé a definitiei, ceea ce inseamna ca
nu stim exact cum definim. Aristoteles face din definitie nervul ontologic al demonstratiei
silogistice.

Logicianul Louis Liard, (in lucrarile Logique si Des définitions géometriques et des definitions
empiriques) care s-a ocupat in mod special de definitiile matematice, conchide ca axiomele sunt
principiile comune ale unui numar indefinit de demonstratii, iar definitiile sunt principiile proprii
ale fiecarei demonstratii particulare.

Pentru unii dintre cei care s-au ocupat de progresul matematicilor — Hobbes si Leibniz — am
vazut ca toate propozitiile primitive sunt definitii. Vom aridta mai departe motivul de ordin pur
teoretic pentru care nu se poate sa fie altfel. Intreaga problema pivoteaza insi mai inti in jurul
intrebarii: cum definim? Sa considerdm definitia triunghiului dreptunghic: un triunghi dreptunghic
este un triunghi care are un unghi drept. Cei care sunt obsedati de specii, de genuri — fie ca le
concep sau nu in mod metafizic —, spun cd avem aici o definitie de tip clasic prin genus proximum
(triunghi) si diferentia specifica (unghi drept).

Acest fel de a vedea lucrurile acorda o existenta speciala triunghiului dreptunghic printre toate
triunghiurile, adicd Inauntrul genului triunghi si printre speciile de triunghiuri. Triunghiul
dreptunghic este depozitarul unor legi enigmatice care il individualizeaza, celelalte triunghiuri fiind
cu totul anonime si neinteresante. Ceea ce nu are nimic de-a face cu realitatea. Sa presupunem ca
luam toate triunghiurile posibile; daca vrem sa le individualizim prin valoarea determinatd a unui
unghi, vom putea identifica fiecare triunghi in felul urmator:

e triunghiuri cu un unghi de un grad;

e triunghiuri cu un unghi de doud grade;

e triunghiuri cu un unghi de trei grade;

e triunghiuri cu un unghi de n grade (n < 180°).

In general, sa scriem triunghiul cu unul dintre unghiuri de n° in felul urmitor: A, unde n poate
fi un numadr intreg (n < 180°), fractionar sau chiar irational. Fixarea lui n printr-o particularitate,
anume prin valoarea numericd a unghiului (unghi drept, adica de 90°), nu 1i da nici un fel de
existentd preeminenta printre toate triunghiurile. Aceeasi situatie o are orice triunghi; si triunghiul
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cu un unghi de un grad, de exemplu, A;., este definit exact ca si triunghiul dreptunghic, printr-o
particularitate care 1i este proprie si care il individualizeaza. Putem sa obtinem o serie de teoreme
geometrice specifice triunghiului cu unghiul del®, tot asa cum am obtinut o serie de teoreme
specifice pentru triunghiul cu un unghi de 90°. Ele vor fi tot atat de interesante ca si acelea relative
la triunghiul dreptunghic.

Intr-adevir, in orice triunghi avem relatia:
a’=b’ + ¢’ — 2bc cosA.
Daca A este de 90°, cosA = 0, aga ca relatia se reduce la teorema lui Pythagoras:
a’=b"+c.

Dacda A = 1°, cosA este un numadr foarte putin diferit de 1 (mai mic ca 1); in fapt el este,
calculat cu cinci zecimale, 0,99985. Asadar, avem teorema referitoare la triunghiurile cu un unghi
de un grad. In orice triunghi cu un unghi de un grad, patratul laturii care se opune acestui unghi este
egal cu suma patratelor celorlalte doua laturi minus de doua ori produsul lor cu numarul 0,99985.

a=b’+¢*—2-0,99985 be.

Aceastd teorema este tot atdt de importantd ca si teorema lui Pythagoras pentru triunghiul
dreptunghic, dar din punct de vedere teoretic nu reprezintd nici un interes mai mare decat cealalta.
Daca, din punct de vedere practic, teorema lui Pythagoras este mai simpla, mai simetrica decat
cealalta teorema (sau celelalte teoreme, dacd ne referim la aplicarea acesteia la fiecare valoare
numericd pe care poate sa o ia n < 180°), aceasta este o problemd de preferintd si nu de
valoare matematica.

Prin ceea ce am spus pana acum am voit sa aratdm ca definirea triunghiului dreptunghic prin
unghiul drept face parte dintr-o identificare generald a tuturor triunghiurilor prin valoarea
particulara pe care poate sa o ia unul dintre unghiuri. Aceasta fixare a fiecarui triunghi inseamna
definitia lui §i ea utilizeaza o particularitate, cazul particular propriu care il fixeaza sau il defineste.
In felul acesta, se poate spune ci o definitie se face prin proprium — prin ceea ce este caracteristica
lui dintr-un anumit punct de vedere. Dar punctul acesta de vedere este absolut la libera alegere, caci
cu elementele pe care le ofera figura triunghiului putem face o altd individualizare a triunghiurilor.
Fie, de pilda, punctul urmitor de vedere: raportul dintre un unghi si suma celorlalte doua. Intr-o
identificare mult mai generala decat prima, vom avea urmatoarele cazuri (A, B si C fiind cele
trei unghiuri):

1° A>B+C
2° A=B+C
3° A<B+C
Am obtinut in modul acesta trei tipuri de triunghiuri: triunghiuri care au un unghi mai mare

decét suma celorlalte doud; triunghiuri care au un unghi egal cu suma celorlalte doua; triunghiuri
care au un unghi mai mic decat suma celorlalte doua.

Se vede cd in cazul al doilea am definit chiar triunghiul dreptunghic: acesta este triunghiul care
are un unghi egal cu suma celorlalte doua. Presupunem ca am fi vrut sa definim prin acelasi
procedeu toate celelalte triunghiuri. Atunci ar fi trebuit sa ne referim tot la o relatie precisd, de
raport dat intre unul dintre unghiuri §i suma celorlalte doud. Fiecare triunghi ar fi definit prin
valoarea raportului (B + C)/A. In cazul in care acest raport are valoarea 1, adica (B + C)/A = 1,
avem triunghiul dreptunghic. In cazul in care acest raport are alte valori, avem alte triunghiuri.

Am putea defini triunghiurile si din alt punct de vedere, anume luand in considerare laturile si
raporturile dintre acestea, adica a/(b + c) si sd vedem cum variaza raportul acesta pentru fiecare
triunghi particular. Deoarece a <b + ¢, avem: a/(b + ¢) < 1.

Cum 1nsa, atata timp cat triunghiul exista, nici una dintre laturi nu poate fi zero, raportul acesta
este mai mare ca zero, asadar avem:

0<a/(b+c)<l.
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Pentru fiecare valoare a raportului de mai sus — rationala sau irationald —, cuprinsa intre O si 1,
vom avea definit un triunghi.

Am putea sa utilizam si o altd caracterizare a triunghiurilor: si consideram valoarea metrica a
laturilor §i sa luam patratele lor, comparand patratul uneia cu de suma patratelor celorlalte. Astfel
va trebui sd examindm raportul

b +ci—a’.
2 bc

Fiecare valoare a acestui raport ne va defini un triunghi. Limita superioara a acestui raport va fi
usor de stabilit. In cazul particular in care raportul

b2+ % — a2
2 bc

este nul, avem definitia triunghiului dreptunghic. Pentru triunghiul cu un unghi de un grad, va
corespunde valoarea aproximativa (cu cinci zecimale)

(b? + ¢* — a%)/2 be = 0,99985.

Si asa mai departe se vor putea lua cuburile laturilor sau puterile patru etc., iar cu aceste valori
se va putea stabili un raport sau raporturi intre expresii ale acestor puteri care, pentru fiecare
valoare particulara, va defini un tip de triunghi.

Se vede astfel ca definitia nu priveste «esenta» sau caracterul esential al unui lucru, al unei
entitati matematice; fixarea imaginatiei noastre asupra unui triunghi, care se impune atentiei
noastre prin faptul ca a fost studiat mai de aproape, 1i atribuie un caracter magic si special, desi din
punct de vedere teoretic atdt definitia lui, cat si proprietatile lui, sunt absolut analoage cu ale
celorlalte triunghiuri.

In alegerea elementului definitoriu, noi nu surprindem un caracter esential al triunghiului
dreptunghic, ci un element caracterizant pentru toate triunghiurile, pentru tot genul si acest caracter
implica o individualizare, dupa acest criteriu, a tuturor unghiurilor.

In concluzie, punctul de vedere din care definim o entitate geometricd este ales liber, in cadrul
datelor care ofera o serie infinita de posibilitati de alegere a criteriilor definitorii. Daca totusi voim
sd utilizam genul, vom spune ci o definitie constd din alegerea unui element sau a unor elemente
comune intregului gen, capabile sa fie particularizate la toate spetele lui. Aceste elemente se comporta
ca o variabila (cand se refera la gen) si valorile ei posibile ne ofera toate spetele care 1i apartin.

Libertatea matematica constd in alegerea elementelor definitorii, dar mai ales in raporturile
posibile pe care ni le imagindm ca pot fi formate cu aceste elemente si care vor constitui factorul
definisant propriu-zis.

Sa consideram cercul. Aceastd figurda geometricad a izbit imaginatia celor vechi, care au
considerat-o ca avand un loc special nu numai in geometrie, dar si In cosmos.

Era una dintre figurile perfecte alaturi de patrat, triunghi echilateral, sfera si tetraedru regulat.
Nu este de mirare dar cd oamenii l-au conceput ca pe o entitate enigmatica, dotatd cu virtuti
magico-teosofice.

Daca definim cercul ca fiind linia curba inchisa ale carei puncte sunt toate egal departate de un
punct interior numit centru, avem impresia cd am creat o entitate misterioasa care, o datd surprinsa
de definitie, ne va oferi o serie de proprietiti incd si mai misterioase. Adevarul este ca nici astizi nu
am izbutit sd ne despartim total de imaginea pe care si-au facut-o cei antici despre cerc, daca
aceasta imagine ramane Tn umbra si nu ghideaza direct cercetarile asupra proprietatilor cercului.

Sa consideram toate curbele plane inchise. Ele formeaza un gen de curbe. Dacad am putea gasi
un element permanent comun acestor curbe si sa il punem in evidenta, variind acest element, vom
obtine toate curbele plane. Acest lucru este mai dificil.

Sa restrangem insa cercetarea noastra la curbele foarte apropiate de cerc si care sunt elipsele.

Revista Roméana de Informatica si Automatica, vol. 22, nr. 3, 2012 http://www.rria.ici.ro 33



Sa definim elipsa: curba plana inchisa care are toate punctele astfel incat suma distantelor fiecarui
punct la doud puncte fixe date, numite focare, este constantd. S insemnam aceastd suma constanta
cu 2c.

FM+FM=2c
(c reprezentand distanta OF).

Variindu-l pe ¢, vom obtine toate elipsele posibile (c poate lua toate valorile, rationale sau
irationale, mai mari sau egale cu zero). Pentru ¢ = 0, focarele se confunda cu punctul O (centrul
elipsei), iar razele vectoare FM si F’M se confunda in una singura, raza cercului. Asadar, dand
diverse valori lui ¢, obtinem pentru fiecare valoare o elipsd. De pilda, pentru ¢ = 1 vom avea o
elipsé particulara, care va avea proprietatile elipsei particularizate; pentru ¢ = 0 avem cercul, care
este o elipsad cu proprietati particularizate. Pentru a pune 1n evidenta lucrul acesta, sa notim elipsa

corespunzatoare valorilor lui ¢ cu E.; variabila ¢ trece
M prin toate valorile, incepand de la O (rationale sau
irationale). Am identificat astfel fiecare caz particular,
fiecare elipsa corespunzitoare unei valori numerice a lui
c. Daca studiem elipsa E;, vom gasi proprietiti
particulare ale acestei curbe, nici mai putin interesante,
: nici mai interesante decat ale cercului, adicd pentru E,.
¥ Acestea pot fi mai simple sau mai simetrice dar, din
punct de vedere teoretic, nu au nimic deosebit de E;, sau

de oricare E..

&\

Se vede ca avem aceeasi identificare, ca si in cazul
triunghiului, a tuturor elipselor in care am ales un
element c caracteristic si am identificat pentru toate
valorile lui ¢ toate elipsele particulare.

Putem insa sa procedam liber si in alt mod; fie reprezentarea parametrica a elipsei, in care a =
OA,b=0B:

x=acos 0
y=bsin0

Se pot varia semiaxele a si b si astfel se pot
obtine toate elipsele posibile. Putem sa le
consideraim dupa raportul dintre semiaxe: a/b.
Pentru fiecare valoare numericd a acestui raport,
avem o elipsd. Pentru valoarea 1, obtinem cercul, n
care semiaxele devin egale si reprezintd raza: a/b =
1,saua=b.

Si asa mai departe, sd ne imaginam liber orice
combinatie, orice expresie formatd cu elementele
care intrd in joc si fiecare valoare numerica
particulard va identifica o elipsa particulara.

] Dacd am putea pune in evidenta caracterul de
curba 1inchisd in general, considerdnd variatia
acestui caracter, am putea atunci sa consideram si sa
identificam elipsa ca un caz particular al acestui caracter.

TahY

In rezumat, ceea ce cei vechi numeau differentia specifica este de fapt expresia aleasi liber a
unui caracter sau a unor caractere ale ceea ce numeau genus proximum, particularizate in fiecare
caz, iar alegerea combinatiei este liberd. Cu alte cuvinte, differentia specifica este un caracter
comun al genului, capabil sa fie particularizat la fiecare individ al genului, pentru a pastra limbajul
clasic, iar ideea care conduce de la elementul ce intra In joc in definitia genului, la fiecare individ,
este aleasa liber.
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Acelasi lucru se poate observa si in aritmetica. Sa presupunem ca acceptam definitia lui Russell
pentru care un numar este numarul unei clase, si anume al claselor care 1i sunt asemanatoare.

Numérul 2 va fi, dupa aceasta definitie, clasa tuturor cuplurilor. Cu aceasta, Russell a definit
variabila numdr, care se va particulariza in fiecare caz, oferind numerele naturale.

Alegerea caracterului de clasd ca fiind reprezentativd pentru numadrul intreg este libera, si
cunoastem si alte incercdri care pleacd de la alt punct de vedere. Differentia specifica este
caracterul comun variabil, iar variatia lui (in cazul nostru, al clasei claselor de asemanare)
secreteazd, ca sd spunem asa, indivizii genului.

Cand vorbim de proprietdtile cercului ca despre ceva esential cercului, nu facem decat sa
spunem, intr-un limbaj mai acceptabil, ca ne referim la arcanele cercului. Dar el nu are proprietati
care deriva din fiinta lui misterioasa, ci tot ce spunem despre el sunt caracteristici particularizate ale
caracterului general al genului considerat, capabil sa varieze, fiindca este considerat sub un anume
unghi variabil.

Tot astfel, de exemplu, numarul 2 ne apare ca o entitate misterioasa si insusi Russell spune ca
definitia numarului 2, ca fiind clasa cuplurilor, este usor de inteles, pe cand numarul 2, dimpotriva,
este o entitate metafizicd, a carei existentd nu ne pare sigura.

1.2 Pluralitatea definitiior unui aceluiasi obiect matematic

Prin cele afirmate anterior, am constatat faptul ca o definitie pleaca de la un punct de vedere
ales liber, care va oferi posibilitatea de a individualiza fiecare individ al genului considerat. Acest
rezultat implicd o consecintd imediata, care de altfel a si fost pusa in evidentd in paragraful
precedent, si anume ca putem defini un acelasi obiect matematic in diverse moduri.

Fie obiectul general triunghiul. Acesta este o figura plana cu trei laturi si trei unghiuri. Putem
alege in mod liber orice expresie in care intrd combinatia laturilor sau unghiurilor, capabila sa ne
individualizeze toti indivizii care intrd in sfera acestui gen. Astfel, daca aleg marimea unui unghi
drept caracter comun variabil, triunghiul dreptunghic va avea definitia: «triunghiul dreptunghic este
un triunghi care are un unghi drept».

Sa luam, cum am vazut mai sus, expresia

b2+02—a2

2bc

in care intra laturile, ca element comun variabil. Am vizut ci pentru b> + ¢ — a’ = 0 avem
triunghiul dreptunghic. Deci avem defintia: triunghiul dreptunghic este triunghiul pentru care
expresia b> + ¢* — a” are valoarea zero. Triunghiul este perfect definit, deoarece expresia
b2 —a?
2bc

individualizeaza pentru fiecare valoare a variabilelor a, b si ¢ un triunghi determinat.

In felul acesta, vom putea enunta mai departe alte definitii ale triunghiului dreptunghic:
triunghiul dreptunghic este triunghiul in care un unghi este egal cu suma celorlalte doua etc. Daca
introducem prin definitie elemente noi in legiturd cu triunghiul, vom putea imagina liber o alta
expresie care sa fie capabila sa individualizeze toate triunghiurile si care, intr-un caz particular, ne
va da chiar triunghiul dreptunghic. De exemplu, sa introducem prin definitie notiunile de inaltime
si de arie. Vom putea spune: triunghiul dreptunghic este triunghiul in care indltimea are valoarea
AD? =BDxDC. Sau, deoarece aria unui triunghi, in general, este exprimati de formula

:b-c-sinA
2

(In care s-a mai introdus prin definitie si notiunile de linie trigonometrica, sinus, cosinus, etc.),

S
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formula care pentru fiecare valoare a unghiului A ne di aria exprimata in functie de laturile b si c
ale fiecarui triunghi individualizat prin valoarea unghiului A, vom putea spune (A = 90°):
triunghiul dreptunghic este triunghiul care are aria egald cu bc/2. Se vede dar ca toate teoremele
geometriei triunghiului pot fi utilizate ca definitii ale triunghiului. Noi ajungem la ele pe cale de
rationament. Dar ele pot fi inventate ca definitii, si aici std tocmai dificultatea: posibilitatea
inteligentei de a gasi elementul definisant variabil al genului care sd ne ofere prin particularizari
continue toti indivizii pe care 1i avem in vedere conform punctului de vedere ales liber, astfel ca sa
gasim determinat, la un moment dat, Tnsusi individul ales.

Aceste definitii multiple ale aceluiasi obiect matematic se complica tot timpul, atit prin
combinatia elementelor definitorii alese liber, cat si prin noi elemente ale obiectelor introduse tot
prin definitie. De exemplu, am vazut ca, plecand de la definitia simpla a triunghiului plan (ca fiind
figura pland cu trei laturi §i trei triunghiuri), am fi putut scoate o serie infinitd de definitii utilizand
numai notiunile de laturi si unghiuri si combinandu-le intr-un element definitoriu simplu, complicat
de cele mai multe ori, dar capabil sa identifice fiecare individ, cum a fost expresia (b> + ¢* —
a®)/2bc. Introducand prin definitie notiunile de inaltime si de suprafata, numarul definitiilor posibile
creste, filndca creste numarul combinatiilor posibile care dau elemente definitorii. Elementul
definitoriu a fost valoarea unui unghi A; valoarea expresiei (b® + ¢* — a”)/2bc; valoarea expresiei
suprafetei (bc - sinA)/2 (unde s-a introdus §i notiunea de sinus) etc.

Daca am fi in stare sa gasim direct de la inceput elementele definitorii de tipul celor de mai
sus, pentru triunghi, teoremele privitoare la triunghi in general si acelea privitoare la triunghiul
dreptunghic in particular ar fi descoperite prin definitie.

Aceleasi consideratii se aplicd in orice alt caz; luati orice figurd geometrica si veti vedea ca
teoremele referitoare la ea nu sunt decat definitii particularizate la cazul special ales. Aceasta
constituie, de altfel, surpriza teoremelor matematice care descoperd definitia particulara a
obiectului individualizat si ne ascunde tocmai provenienta ei, ca particularizare a unei definitii. Si
de aceea s-a sustinut ca rationamentul merge de la general la particular.

Fie cercul: el poate fi definit ca fiind locul geometric al punctelor egal departate de un punct fix
numit centru, sau ca o elipsa cu axe egale etc.

Luam locul geometric rezultat din urmatoarea problema: fie un triunghi ABC si o dreapta
variabild A, care trece prin B; fie C’ simetricul lui C fatd de A. Cercul este locul geometric al
mijlocului segmentului CC’. Orice teorema referitoare la cerc poate servi ca definitie a cercului.

Fie cisoida lui Diokles. Definitia ei ca loc
geometric este urmatoarea: fiind dat un cerc, un
punct O pe acest cerc §i tangenta in punctul
diametral opus A, se duce prin O o dreaptd
oarecare, pe care se ia un punct P, astfel incat OP
= MN. Locul punctului P este cisoida lui Diokles.
Dar o mai putem defini si ca locul geometric
rezultat din urmatoarea problema: Fie un cerc fix si
un fascicul de cercuri tangente la cercul fix Intr-un
punct fix O al cercului. Se duc tangentele comune
la cercul fix si la cercurile variabile; locul comun
al punctului M de tangenta este cisoida.

Si asa mai departe, se pot gasi oricate definitii
ale cisoidei ca loc geometric. Unele vor fi
considerate teoreme, altele definitii §i nu sunt
deosebite cu nimic in ceea ce priveste caracterul lor definitoriu.

Ar fi de prisos sa multiplicdim numarul exemplelor fie din geometria plana, fie din geometria in
spatiu, fie din geometriile neeuclidiene. Concluzia este aceeasi: suntem in masurd sa construim o
serie nelimitatd de definitii ale aceluiasi obiect geometric.

Daca acum ludm in considerare genus proximum i differentia specifica cu care se construieste
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definitia clasicd, putem vedea ca oricare dintre definitiile — sau teoremele — de mai sus sunt
exprimate si in modul acesta. Triunghiul dreptunghic este triunghiul (genus) in care expresia b + ¢*
— a’ este egala cu zero (differentia); cercul este locul geometric (genus) al mijloacelor dreptei CC’
(differentia, caci celelalte puncte ale dreptei CC’ nu descriu cercuri, ¢i numai mijlocul); cisoida este
locul geometric (genus) al punctului de tangentd M (differentia, caci numai punctul M de pe
tangenta al tangentei comune cu cercul variabilei descrie cisoida) etc. etc.

Toate teoremele sunt astfel propozitii definitorii.

Se petrece lucrul acesta exact la fel si in aritmetica? Raspunsul este de la Inceput afirmativ.
Intr-adevir, fie definitia divizibilitatii cu 3: un numdr este divizibil cu trei dacd restul impartirii
acestuia la 3 este zero. Aceasta este individualizarea definitiei generale a divizibilitatii pentru cazul
numarului 3. Teorema: «un numar este divizibil cu 3 daca suma cifrelor lui (scris In sistemul
zecimal) adunate ca simple unitati este divizibild cu 3» poate servi ca definitie a divizibilitatii cu 3.
Pentru a pleca de la aceastd teorema ca definitie a divizibilitatii cu 3, ar fi trebuit sa gasim un
element caracterizant (sau combinatii de elemente caracterizante), atasat permanent numarului in
general (ca variabild) si acest element (sau combinatie de elemente) sa contind suma cifrelor sau sa
se reducd la conditia particulard a divizibilititii sumei cifrelor lui cu 3. Tocmai in aceasta consta
dificultatea gasirii definitiilor — §i cu aceasta a teoremelor — pentru ca nu ne putem imagina de la

Daca ne referim la teorema lui Fermat, putem spune c¢a un numar care are un factor de forma
K? — 1, unde K este prim cu 3, este divizibil cu 3. Aceasta este iardsi o definitie a divizibilititii cu
3. Pentru a o construi direct de la inceput ca definitie (nu sa o obtinem ca teorema), ar fi trebuit sa
ne imaginam o astfel de expresie printre toate combinatiile care ne stau liber la dispozitie si sa o
atasam ca element definitoriu al divizibilitatii numéarului in general (ca variabild) cu un numar prim
(ca variabild) si apoi sa aratam cd, in cazul divizibilitatii cu 3, ea se reduce la expresia de mai sus.
Dar acest lucru este destul de greu de facut.

De altfel, dupa cum a aratat Hilbert in Grundlagen der Geometrie, orice element al geometriei
euclidiene se poate inlocui cu elemente aritmetice, astfel incat toate axiomele sau teoremele
geometrice se traduc prin relatii aritmetice exacte intre elementele aritmetice corespunzatoare.

Fie, de pilda, axioma geometrica: Doud puncte distincte determind totdeauna o dreapta si
numai una (mai intai vom face observatia ca aceastd axioma este o definitie; ea spune: doua puncte
definesc o dreapta si numai una). Aceasta revine la a spune in mod analitic (x;, y; §i Xp, y» fiind
coordonatele celor doua puncte) ca ecuatiile

ux;+vy;+w=0
ux,+vy, +w=0
determina totdeauna raporturile dintre cantitatile u, v, w, problema rezolvabila prin aritmetica.

In rezumat, orice entitate matematica poate fi definitd in mod plural. Definitia unor relatii sau
proprietati, facand sa intervina intotdeauna entitati matematice, vor fi si ele capabile sa fie definite
in mod plural, totul depinzand de elementele definitorii ale acestor entitati care intrd in joc si care
pot fi alese liber.

1.3 Ce este definitia

Ca si 1n alte probleme stiintifice, ceea ce a constituit dificultatea multor probleme pur logice a
fost atasarea tacita a unui punct de vedere care, fard sa o stim, ne-a indepartat de solutie, ridicand
noi probleme sau, mai cu seama, obligdndu-ne sa acceptam implicit idei eronate.

Conceptia platonica a ideilor, discutia interminabild a Scolasticii asupra naturii conceptelor, au
lasat urme adéanci in logica si chiar in matematica, impunandu-ne, fara sd fim constienti, anumite
imagini sau o anumitd terminologie deficientd. Ceea ce 1-a facut pe Einstein, in The Meaning of
Relativity (Londra, 1922) sa spuna: «Sunt convins ca filosofii au avut un efect nociv asupra
progresului stiintific, mutdnd unele concepte fundamentale din domeniul empirismului, unde sunt
sub controlul nostru, in intangibilele Tnaltimi ale aprioricului. Caci, desi se pare ca universul ideilor
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nu poate fi dedus din experientd prin mijloace logice, ci este, Intr-un sens, o creatie a mintii
omenesti, fara de care nici o stiintd nu este posibila, cu toate acestea acest univers al ideilor este tot
atat de putin independent de experientele noastre, pe cat sunt hainele de forma corpului omenescy.

Sa consideram un concept geometric, de exemplu triunghiul. Este acesta un obiect dat, o
entitate data si, daca este, ce inseamna existenta lui? Aceasta Intrebare nu este alta decat intrebarea
pe care si-a pus-o Porphyrios in lucrarea sa Isagogé si care a dat loc la intreaga dezbatere
medievala asupra naturii conceptelor: «Prima est quaestia utrum genera ipsa et species vera sint,
an in soli intellectibus inaniaque fingantur?».

Exista triunghiul in sine sau numai in mintea noastra, sau are o existentd separata sau numai in
lucrurile sensibile? lata-ne in plind metafizicd medievala.

Sa examindm insd mai de aproape triunghiul. Sa 1l definim ca un poligon cu trei laturi. Este
evident ca nu am definit nici un obiect existent. Sa ne legdm de experienta, cum vrea Einstein, de
data aceasta de expenenta cu entitdti matematice. Indivizii numiti triunghiuri nu existd ca atare
numai fiindca au trei laturi; orice triunghi are trei laturi determinate ca marime. Triunghiul, ca gen
scolastic, are trei laturi variabile, care pot avea fiecare o mirime determinatd, dar in definitia
generald a triunghiului ele nu au nici o determinare ca marime. Eu nu pot sa imi inchipui triunghiul
definit de definitia de mai sus, nu am o imagine determinata pe care sa mi-o ofere aceastd definitie.
Atunci ce reprezintd conceptul de triunghi? Este el esenta comuna a tuturor indivizilor numiti
triunghiuri, din care inteligenta o extrage, dar care nu existd decat aristotelic prin si Tn indivizi?

Dacéd admitem céd notiunea generald de triunghi reprezintd o entitate geometrica in sine, am
intrat in problema filosoficd pe care, chiar dacd nu o punem explicit, std 1nsa la baza conceptiilor
noastre despre natura entitatilor geometrice.

Sa privim nsd problema din punctul de vedere al geometriei. Definitia de mai sus introduce trei
variabile: laturile triunghiului. Fie acestea x, y, z. Definitia noastra se enuntd astfel: Un triunghi
este un poligon cu trei laturi x, y, z.

Pe de alta parte, un poligon se defineste in general ca fiind figura pland cu m (variabil) laturi.

Sa notdm entitatea pe care o urmarim, anume triunghiul, cu T; s notam poligonul cu m laturi
cu P,; sd notdm laturile variabile cu x, y, z. Se vede ca singura determinare este m = 3. Vom putea
spune: T este P; cu laturile variabile (x, y, z). Insd P; poarti numele de triunghi (P5 = T). Ceea ce
aratd ca T este o functie care depinde de X, y, z. Sa scriem astfel:

(1) T=Ps(x,y, 2).

La fiecare grup de 3 valori pe care le iau X, y, z, avem un triunghi bine determinat. De pilda,
pentru valorile X = ay, y = by, z = ¢y, avem un triunghi perfect determinat: T = P3(ay, by, ¢o). Asadar,
entitatea T este o variabild. Mai mult, T este o variaibild dependentd, adica o functie. Functia data
este Ps.

Sa vedem acum diversele determinari pe care le poate lua aceastd functie. Sa presupunem ca
dam o valoare determinata pentru x, fie aceasta x = a; functia (1) devine:

T :P3(a’ Y, Z)'

Si aceasta este o functie, fiindca depinde de doua variabile, y si z. Sa o traducem: T reprezinta
toate triunghiurile care au o laturd data a, iar celelalte laturi sunt variabile. Asadar, T este si in acest
caz o variabila-functie, si nu exista o imagine reprezentativa a ei tocmai fiindca este o variabila.

De fapt, am desprins din grupul tuturor triunghiurilor posibile, reprezentat de functia (1), clasa
tuturor triunghiurilor reprezentate de T = Ps(a, y, z) cu aceeasi latura. In acelasi mod putem sa dam
si lungimea laturii a doua, y=b:

T = Ps(a, b, z).
Aceasta este tot o functie, care reprezintd clasa tuturor triunghiurilor care au doua laturi date a si b.

In sfarsit, daca ne dam toate laturile, avem de-abia un triunghi determinat. Este insd cazul si
remarcam ca, chiar triunghiul perfect determinat, de exemplu, cel cu laturile x = ag, y = by, z = co,
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T = P3(ag, bo, c),

nu este un individ perfect determinat, fiindca nu stim locul lui determinat in plan. Asadar, T,
este o clasd de triunghiuri identice, care sunt distribuite pe tot planul. Daca vrem sa avem o
determinare precisa a unui individ din clasa aceasta, trebuie sa mai introducem un mod relativ de
determinare, de exemplu fixand un sistem de axe de coordonate, fie acestea cele carteziene.

In felul acesta, laturile triunghiului devin functii de coordonatelele vérfurilor si triunghiul
insusi este o functie de functie.

x =f(a, B, 7, 0)
y =gy, 9, 1, V)
z=h(u, v, a, B)

T = Ps[f(a, B: Vs 9), g(ys 9, K, V), h(ua v, a, B)]

Pentru a avea chiar triunghiul T,, desemnat pe plan in pozitia lui respectiva, trebuie sd dam
valorile a sase variabile independente. Valorile variabilelor x, y, z pot fi alese arbitrar, fiind
independente una de alta. Putem alege, de pilda, x =y + z;

T= P3(Y + zYy, Z)'

Variabila T va reprezenta o clasa de triunghiuri care au o latura egald cu suma celorlalte doua.
Sau x> =y + 7%,

T=P:y*+ 7.y, 2).

in general, putem lua x = f(y), y = f(z) sau oricare altd combinatie si vom obtine, prin definitie,
o clasa de triunghiuri cu o particularitate aleasa liber.

Pe scurt, entitatea numitd in geometrie triunghi este o variabila, sau din punct de vedere logic
reprezintd o clasd de indivizi determinati, sau de clase de indivizi (specii), determinate prin
alegerea si fixarea unui caracter comun in mod liber. De pilda, alegem liber clasa de triunghiuri in
care avem relatia x =y + z, etc. Combinatiile acestea, In numar infinit, stau la dispozitia noastra, si
din punctul acesta de vedere putem spune ca putem defini in mod liber aceste clase. Asa putem sa
dfﬁnim, in mod liber, o clasa de triunghiuri, impunand in mod liber de exemplu, conditia x* = y* +
z" etc.

Am dat peste o ecuatie care ne determina valorile uneia dintre necunoscute in functie de
celelalte doud. Dacd mai impunem liber ca x, y si z sa fie intregi, va trebui sd rezolvim ecuatia
diofanticd de mai sus si vom cdpata toate grupele de trei numere intregi care o verificd. Fiecare
dintre aceste grupe va defini un individ, iar clasa lor va fi specia aleasd arbitrar din genul
reprezentat de K = T(X, y, z). Cum o clasd nu e de aceeasi natura cu indivizii care 1i apartin §i cum
acestia sunt triunghiuri, urmeaza ca nici genul si nici speciile lui, pe care le putem defini la infinit
in mod liber, nu sunt triunghiuri. Intr-adevir, clasa triunghiurilor echilaterale, de pild, nu este ea
insdsi un triunghi. Asadar, nici:

T=P;x,y, 2)
nici
T=Ps(a, vy, 2)
sau
T =Ps(a, b, 2)
sau

T=Pyx'=y’+ 7%y, 2) etc.

nu reprezintd triunghiuri. Asadar, definitia generald a unui triunghi reprezinta o variabila, si anume
o functie de mai multe variabile. Atdta timp cédt in aceastd definitie mai rdmane o variabild
nedeterminatd, definitia nu reprezinta o entitate geometrica, ci o clasd de entititi geometrice; ea
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este adica o variabild din punct de vedere matematic si o clasa din punct de vedere logic. Evident,
putem alege alte elemente pentru definirea functiei noastre; putem alege, de exemplu, un unghi
cuprins intre doua laturi sau o latura si doud unghiuri etc. etc.

In aceste alegeri, dificultatea consta in stabilirea faptului daca elementele sunt suficiente pentru
definirea functiei noastre. Acelasi lucru se poate spune despre oricare altd notiune geometrica.

Fie cercul: definitia Iui este locul geometric al punctelor egal departate de un punct fix, numit
centru. C este obiectul definit; functia definisantd este locul geometric al punctelor egal departate
de un punct fix, functie pe care o notam cu L; raza nu e determinata, fie ea p. Atunci avem:

C=L(p).

Se vede ca pentru diferite valori ale lui p obtinem un cerc. C este o variabild, si anume o functie
ale carei valori depind de valorile lui p; pentru p = a, avem un cerc, un individ al speciei:

Co=L(a).
Asadar, si aici constatam ca definitia
C=L(p)

nu defineste un obiect, ci o variabila-functie, care reprezinta toate tipurile de cerc, adica clasa
lor. Clasa tuturor cercurilor nu este insd un cerc, deci definitia de mai sus nu defineste un obiect
geometric — cercul. Mai putem spune ca nici cercul

Co = L(po)

cu raza determinatd nu reprezintd un cerc bine determinat in plan, dacd nu introducem, prin
definitie, si pozitia lui relativa fie fata de alte obiecte geometrice date, fie fatd de un sistem de axe
carteziene. Pozitia Iui va fi definita de pozitia relativa a
y N centrului Cy. Deci, in general, pentru a determina
M individul geometric C,, va trebui sa dam valoarea razei,
(x.y) dar si pozitia relativd a centrului, adicd coordonatele
acestuia, o si P. in felul acesta, obiectul nostru e
determinat perfect si atunci distanta definitd de valoarea
lui p este — in ceea ce priveste toate pozitiile determinate
pe care le poate lua in plan — dependentd de
coordonatele centrului. Asa definim un individ perfect
.  determinat, altfel definim o clasa de indivizi de cercuri
X identice pentru fiecare valoare particulard a lui p. Ceea

ce reiese din ecuatia generald a cercului

(x—a)+(y-B)=p"
Definitia generala a functiei noastre devine atunci:
C=L(p)=p'=(x-0o) +(y-p)

Intr-adevar, p fiind arbitrar, putem sd ii impunem orice conditie pentru a avea o clasd de
cercuri. Am gasit conditia care determind perfect un cerc si care este aceea de mai sus, conditie
care 1l determina perfect in pozitia lui din plan.

Daca nu este nevoie de aceasta pozitie relativa, atunci definitia C = L(p) este suficientd pentru
determinarea tuturor categoriilor de indivizi numiti cerc.

o)

Nu numai natura unei figuri geometrice intervine deseori
in geometrie, ci si pozitia relativa a ei. Fie, de pilda, definitia
dreptei: linia dreaptd este drumul cel mai scurt intre doua
puncte. Aceastd definitie face sd intervina diversele linii pe
care le putem duce Intre doud puncte si dintre ele o alegem pe
A O B cea mai scurtd. Asadar, o linie, in general, este un drum intre

doud puncte A si B. Definitia liniei drepte arata cd am pus in
evidenta distanta intre A si B pe linia normala.
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Asadar, putem spune ca definitia noastrd generala face sa depinda o linie care trece prin A si B
de lungimea ei. In acest caz, o curba oarecare va fi definitd dupa lungimea & a distantei dintre A si
B. Sa notdm curba cu C,, notiunea de drum (distanta) cu Dis, iar marimea acestei distante, cu D.
Avem definitia generald in modul acesta:

C.= Dis(3).
Pentru 6 minim, obtinem definitia dreptei:
D = Dis(é = minimum).

Pentru a putea face lucrul acesta, ar trebui sd gisim o expresie generala a distantei pe o curba
intre doua puncte A si B si sa 1i determindm minimul.

Vom vedea cé definitia liniei drepte nu este o definitie completa si din aceastd cauza aceasta
este mult mai generald, neputand fi legata de plan decat in intuitia noastra.

Eykleidos defineste linia dreapta ca fiind identica cu ea insasi, oricare ar fi pozitia ei. Aceasta
definitie nu este nici ea mai bund (ea este o definitie idem per idem), fiindca orice figura este
identica cu ea insdsi in orice pozitie s-ar gasi.

Sa identificdm insa o dreapta pe plan ca individ. Acest lucru il putem face fie introducand niste
axe de coordonate, fie raportand-o la o figura data si definindu-i pozitia fata de aceasta figura.

De exemplu, daca avem definit dinainte un

A triunghi, dreapta MN poate fi definitd fixdnd un

punct pe una din laturi, de pilda punctul M pe AB

si un alt punct N pe AC (punctele M si N fiind in

N prealabil bine definite in pozitia lor). Sau inca se

M mai pot da punctul M si directia dreptei MN — de

exemplu, paralela la latura BC. De fiecare data

definim o dreaptd determinatd, un individ. Se

poate Iintdmpla sid avem numai o singurd

B C determinare pentru dreapta: de pilda, ca trece prin

punctul M. Cum un punct nu determind o dreapta

prin definitie, urmeaza cd am definit o clasd de drepte. Geometrii sunt obisnuiti s spuna ca

dreptele acestea au proprietatea de a trece prin punctul M. Dar aici intervine o alta definitie: dreapta

este determinata de doud puncte. Pentru a determina individul rezultat dintr-o astfel de definitie, va

trebui sa dam pozitia fixa a doud puncte. Cum acestea sunt variabile, vom putea spune ca dreapta

(D) este functie de pozitiile a doud puncte care o determind (notand pozitia cu P si punctele
nedeterminate cu M si N):

D=P (M, N).

Se vede ca definitia aceasta contine doua variabile 1n care, pentru a ne conduce la un individ
determinat, trebuie sd inlocuim variabilele cu constante.

Pe scurt, definitia de mai sus este o functie de doua variabile, iar D nu este o dreapta, ci o
variabila (o functie), din punct de vedere matematic, i o clasa din punct de vedere logic. Evident,
cum am mai spus mai sus, cele doua elemente definitorii variabile M si N puteau fi alese si altfel:
de exemplu, un punct si o directie etc.

Acelasi lucru se poate spune despre orice obiect matematic.
In general, un concept K va fi definit de o functie ¥ de una sau mai multe variabile:
K=¥Y(x,y,z..).

K nu reprezentd un obiect, ci o variabila (sau o clasd), anume o functie care depinde de una sau
mai multe variabile. Pentru fiecare valoare constanta a lui ¥ si pentru valorile constante ale lui x, y,
z... vom obtine un obiect determinat:

Ko = Po(X0, Yo, 20...)-
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Daca numai una dintre variabile nu e determinata, nu avem un obiect matematic, ci o clasa.

Un concept matematic este o variabila, o functie de alte variabile, care pot fi independente sau
ele insele functii de alte variabile. In el insusi, el nu reprezintd schema generala a obiectelor, nici
«arhetipul» obiectelor care intrd in joc, care ar exista in cerul Iui Platonos, sau ar fi esenta tuturor
indivizilor, sau ar exista numai in intelectul nostru, care il formeaza prin extragerea caracterelor
comune. Definitia unui concept nu este decdt constructia unei functii.

Elipsa este locul geometric al punctelor care au constantd suma distantelor la doua puncte date
(focare). Fie E elipsa, L locul geometric astfel definit, F, F’ focarele variabile, S suma constantd a
distantelor:

E=L(F,F,9).

Evident, variabilele F, F’ si S pot fi exprimate in diverse moduri. Locul punctelor al caror
produs al distantelor la doua puncte fixe este constant este o curbd, numita curba lui Cassini. Daca
procedam ca mai inainte, putem scrie:

Curba lui Cassini = L(MF, MF’, p).

Daca in aceasta definitie ludm in mod liber produsul p egal cu patratul sumei distantelor la
punctele fixe, avem lemniscata lui Bernoulli:

Lemniscata = L[MF, MF’, p = (MF + MF’)’].

Se vede ca oricare ar fi definitia pe care o reprezinta o functie, obiectul matematic definit de
aceasta este o variabila dependenta.

De aceea Wittgenstein, examinand notiunea de numar, a conchis cd numarul este o variabila.
Intr-adevar, oricare ar fi definitia numarului — a oricarui numar —, ea va fi generald, deci ea va
reprezenta o variabild susceptibila sd devind de fiecare data, cand determindrile fixate de definitie
sunt date, un numar cu adevarat.

Se vede astfel ca afirmatia facutd la Inceputul acestui paragraf este ilustratad de exemplele de
mai sus care arata cd, in conceptia obignuita, se atribuie definitiei un caracter filosofic, ficand-o
capabild sa defineasca un arhetip de triunghi, de cerc, de elipsa, de curba a lui Cassini etc. etc.,
indiferent de conceptia, mai mult sau mai putin definitd, care sti la baza acestei imagini vagi si
indefinite pe care o sugereaza.

In matematici s-au impus notiunile de variabild si cea de functie, care au facut de la inceput
posibil progresul extraordinar al acestei stiinte; notiunile de variabila si de functie au fost introduse
prin insasi natura definitiilor, desi matematicienii nu au avut o idee clara despre lucrul acesta.

Intreaga matematicd lucreaza cu functii, cu variabile, si acest fapt explici generalitatea
rezultatelor ei. Dar chiar 1n realitatea familiard, conceptul nu poate fi privit decét tot ca o functie,
iar din punct de vedere logic, ca o functie propozitionala.

«O functie propozitionald — scrie Russell in Introduction a la philosophie mathématique — este
de fapt o expresie care contine unul sau mai multi constituenti nedeterminati, astfel incat, atunci
cand valorile lor sunt date, expresia devine o propozitie».... «Este un vas destinat si primeasca o
semnificatie, dar nu ceva care reprezintd deja o semnificatie». Definitiile generale sunt astfel de
functii propozitionale si de aceea nu reprezintd ceva semnificativ, nici un obiect si nici arhetipul
unei categorii de obiecte. Rezultd dar ca prin functii propozitionale nu se pot defini decat genurile
si speciile, dacd e vorba sa apeldm la notiunile logicii clasice, si aici suntem de acord cu Goblot
cand acesta scrie In Traité de logique: «On ne définit que des espéces».

Definitia unui individ este o propozitie (nu o functie propozitionald), care rezultd dintr-o
definitie generald, prin inlocuirea tuturor variabilelor prin constante date. Este imposibil sa definim
un individ prin genuri §i specii, fiindca atunci l-am defini prin functii propozitionale, adica nu I-am
identifica. De aceea, definitia animalului Paca ca fiind un mamifer rozator nu ne spune nimic
despre acest animal, ea nu poate sa il identifice, deoarece nu intrd in joc decat genul (mamifer) si
specia (rozator); am Incerca sa definim astfel un individ (Paca) printr-o functie propozitionald, ceea
ce nu are nici un Inteles. Toti Paca la un loc formeaza o clasa, dacad vreti, de indivizi identici,
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raspanditi in mod variabil in spatiu, asa cum triunghiul cu laturile determinate — fie acestea a, b, ¢ —
reprezintd un individ nedeterminat in pozitia lui 1n spatiu §i, dacd introducem aceastd noua
determinare, putem spune ca ea reprezinta o clasa de indivizi identici.

In rezumat, ceea ce se numeste definitia unui individ este o propozitie care rezulti din
inlocuirea variabilelor prin constante intr-o functie propozitionald, care e o definitie generald, dar
aceastd propozitie nu mai este o definitie. Acum ne putem da seama mai bine de ce este posibil ca
sa avem mai multe definitii pentru aceeasi entitate matematica.

Mai intai, variabilele independente pot fi alese liber, ca atare ele fiind obligate sa fie legate
permanent de entitatea care trebuie definitd. Aceasta se poate observa pe un caz oarecare. Sa luam
cazul unui triunghi. El are trei laturi i poate fi definit si construit dacd dam lungimea acestor laturi.
Definitia generala a variabilei triunghi (functia respectiva) a fost facuta cu laturile x, y, z:

T= PS(Xa Y, Z)'

Dacé Iudm un triunghi dat si introducem prin definitie notiunea de unghi, atunci variabila T
poate fi definitd ca un unghi variabil avand doua laturi variabile care il cuprind:

T=Ps(A,y, 2).
Sau inca putem defini variabila T cu doud unghiuri variabile A si B si latura adiacenta z:
T =Ps(A, B, 2).

Avem posibilitatea sa fixdm in mod infinit un individ T, prin diverse elemente definitorii care
apoi, fiind luate ca variabile, vor intra in constituirea functiei propozitionale definitorii. Toate
aceste definitii sunt echivalente, definind aceeasi variabila T.

Pi(x,y,2)=Ps3(A,y,2)=P3(A,B,z) = ...
Sa consideram cercul. Elementul definitoriu fiind raza, avem:
C=L(p).

Dar il mai putem defini ca elipsa cu focarele confundate sau ca locul geometric rezultat din
diverse probleme, unde elementele definitorii sunt altele.

Astfel, In general, pentru un concept K, se pot gasi in mod nelimitat elemente definitorii
considerate ca variabile. Toate aceste definitii vor fi echivalente, fiindca reprezinta acelasi concept
matematic.

Asadar, pentru K putem avea, in general, o serie de definitii:
K=¥(x,y,z,..)
K=%¥5(a, B, v, ...)
K=%¥;u, v, &,...).
Se obtin astfel functii propozitionale echivalente, fiindca definesc aceeasi entitate matematica:
K=¥(xy,2 ..) =¥, B, v ..)=¥(n, v, §,..)= ...

Fiind datd o definitie generald a unui concept matematic K = ¥Y(x, y, z, ...), daca se acorda
uneia sau unora dintre variabile o valoare constanta, avem definitia unei clase particularizate a lui
K; aceasta se obtine in definitia generald prin substituirea variabilelor cu valori constante sau a
particularizarii acestor variabile:

K= VY¥(a,vy,z..)
K’ =¥x*+y’y,z..)
K> =VY[f(y),y, z,...].

Aceste functii propozitionale reprezinta echivalente partiale cu definitia K, fiindca nici unul
dintre conceptele K’, K*’, K’*’ etc. nu este egal cu K, luat in totalitatea lui si, desigur, la acest lucru
s-a gandit Leibniz cand a vorbit despre echivalente totale si echivalente partiale. In primul caz, al
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echivalentelor totale, toate definitiile unei aceeasi variabile matematice K sunt substituibile fara
nici o restrictie una in locul celeilalte; in cazul al doilea, al echivalentelor partiale, substitutia este
valabila, dar restransa la particularitatea impusa de definitia care cuprinde acea particularitate.

Constatam astfel cd avem doua libertati In a defini:
1. Libertatea de a alege elementele definitorii variabile.

2. Libertatea de a impune conditii arbitrare acestor elemente definitorii, cum a fost faptul c x>
=y + 2 etc. In cazul acesta, definitia ne oferd o specie a conceptului K si trebuie si avem in
vedere cd astfel definitia este o particularizare a definitiei generale.

Echivalenta subzista si in acest caz chiar numai in sfera acestei particularizari.

Se vede ca mai cu seama aceasta a doua libertate definitorie contine posibilitatea nelimitatd de
a imagina Tn mod continuu alte conditii si particularitati.

Intr-adevar, in expresia
K=¥Yx,y,z..)

putem alege in mod liber ca variabilele independente X, y, z, ... s& fie functii oricat de complicate
(unele de altele sau de alte variabile):

x=f(a, B, ...)
y=g,09,...)
z=h(y, v...).

Astfel, K devine:
K=V¥Y[f(a, B, ...), g(A, 0,...), h(y, v...), ...].

In aceast libertate sti bogatia inventiei matematice.
2. Concluzii

Ideea ca un acelasi lucru poate fi definit in mai multe moduri i-a frapat pe unii ganditori, fara
insa ca acestia sa 1i atribuie vreo importanta, desi ea este fundamentald in explicarea intregului
mecanism al demonstratiei si cu aceasta al edificiului matematic.

De altfel, logicianul Edmond Goblot a mentionat lucrul acesta intr-un mod clar in al sau Traité
de logique: «Existd multe definitii reale ale unui aceluiasi concept, toate la fel de caracteristice,
toate construite cu ajutorul unui gen si al unei diferente. Exista atitea definitii cate proprietati
reciproce are un concept. Cercul poate fi definit ca sectiunea unui cilindru sau a unui con printr-un
plan perpendicular pe axa; o elipsd de excentricitate nuld; sau ca locul geometric al punctelor de
unde se vede o dreaptd sub un unghi dat; si in general, orice loc geometric care este un cerc este o
definitie a cercului».

Goblot nu a dat insa nici o importanta acestui fapt. El afirma ca toate aceste definitii ale unui
aceluiasi concept sunt logic dependente unele de altele, din care cauza ele pot fi aranjate — Intr-un
singur mod sau in mai multe moduri — intr-o ordine, astfel incat fiecare sa fie consecinta acelora
care o preceda si conditia acelora care o urmeaza. Exista astfel o definitie initiald sau esentiala,
care este o definitie nominala. Ce determind insd aceastd ordine?

Goblot o spune singur: «Diferenta dintre o teorie penibild, laborioasa, dificila si o teorie simpla,
clara, eleganta se datoreste, in general, alegerii mai mult sau mai putin fericite a definitiei initiale».

Nu trebuie sa intrdm in discutia pe care o comportd afirmatiile lui Goblot, anume cad prima
definitie este o definitie esentiald si nominald; voi semnala numai faptul cé, daca existd mai multe
moduri de a aranja definitiile, atunci diverse alte definitii pot trece in capul teoriilor ca definitii
initiale, cu care ocazie ele devin definitii esentiale si nominale. Asadar, toate definitiile unui
aceluiasi concept sunt esentiale si nominale. Marturisesc ca nu inteleg prea bine ce vor sd spund
simultan termenii «esentiald» si «nominald». Intr-adevir, cand Goblot constatdi ci una dintre
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definitiile cercului este, de exemplu, «locul geometric al punctelor de unde se vede o dreapta data
sub un unghi dat», el nu observa ca propozitia aceasta este o teorema, adica o propozitie stabilita
prin demonstratie.

Fiind data problema: care este locul punctelor de unde se vede o dreaptd sub un unghi dat, se
demonstreaza — si cei care au practicat matematicile cunosc bine acest lucru — printr-o serie de
rationamente, cd acest loc geometric este un cerc.

Intrebarea care nu s-a ridicat pentru Goblot este insd cum e posibil ca o definitie si devini o
propozitie demonstratd? Aceasta aratd doud lucruri: ca teoremele sunt definitii si ca natura lor nu
este deosebita de natura propozitiilor initiale. Vom vedea in capitolele urmédtoare ce semnificatie
are acest fapt.

In general, o teorie pleaca de la definitii mai simple — si aici suntem de acord cu Goblot ci
alegerea definitiilor initiale usureaza si face simpla o teorie, cu o observatie insa: numai in prima
parte a a ei. Dupa aceasta insa, lucrurile se complicd si teoria poate deveni foarte laborioasa si
penibild. Relativitatea alegerii definitiei initiale a unui concept dintr-o serie de definitii posibile
aratd ca, din punct de vedere teoretic, alegerea este libera si numai ratiuni de ordin practic sau
metodologic impun alegerea unor definitii simple. Aceastd alegere libera permite introducerea
libera a unui concept printr-o definitie aleasa liber. Din aceasta libertate deriva bogatia rezultatelor
matematice.

Kant mentioneaza, in Tnsemnadrile lui, aceasta libertate pe care o are matematicianul de a defini
cand spune: «Der Mathematicus in seiner Definition sagt: sic volo sio jubeo» (Matematicianul
spune in definitia sa: asa vreau, asa ordon).

Sa rezumam rezultatele la care am ajuns:

1. O definitie este o functie de una sau mai multe variabile, iar un obiect matematic este
introdus liber printr-o definitie.

2. Aceastd definitie se face in mod liber prin alegerea libera a unui caracter sau a unei
combinatii de caractere atasate obiectului introdus ca gen, caracter (sau combinatii de caractere)
capabil sd individualizeze toate elementele (sau grupe de elemente) prin particularizarea
caracterului ales (sau a grupei de caractere);

3. Toate teoremele sunt definitii. Dacd am putea inventa de la inceput toate caracterele (sau
grupul de caractere) definitorii, teoremele ar putea fi enuntate ca definitii, fara sa mai fie nevoie de
demonstratii. Deoarece validarea unui caracter definitoriu, ca atare, nu se poate face totdeauna de la
inceput, prin examinarea lui directd, dificultatea constand din a ne putea da seama daca acesta este
capabil sau nu sa fie individualizat pentru fiecare individ al genului caracterizat (sau al unor
grupuri de indivizi ale aceluiasi gen), validarea lui se face pe cale de rationament.
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