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Rezumat: Explorarea datelor este un ansamblu de metode destinate descrierii i analizei datelor multidimensionale si
utilizate in orice domeniu, atunci cand datele sunt mult prea multe pentru a mai putea fi intelese de o minte omeneasca.
Unele dintre metode, ajutd la evidentierea relatiilor care pot exista intre diferite date si elaboreaza informatii statistice
care permit o descriere mai succintd a informatiei continute in aceste date. Altele, permit regrupari ale datelor in scopul
de a face sa apara clar ceea ce le face omogene si astfel de a le intelege si de a le defini mai bine.

Metodele exploratorii multidimensionale sunt metode descriptive, in cea mai mare parte geometrice, al caror instrument
matematic major este algebra matriciala si care se exprima fara sa presupuna a priori un model probabilist. Aceste metode
permit, in special, prelucrarea si sinteza informatiei din tabelele de date de mari dimensiuni pe baza estimarii corelatiilor
dintre variabilele studiate, instrumentele statistice utilizate fiind matricea corelatiilor sau matricea de varianta-covarianta.

Un demers exploratoriu 1i permite prospectorului de date sa abordeze unul dintre principalele obiective ale ,,data mining”
si anume explorarea multidimensionald a datelor sau reducerea de dimensiune: reprezentarea grafica, deducerea unei
submultimi de variabile reprezentative sau a unei multimi de componente prealabile pentru alte metode.

Din anii 1980 capacitatea de a stoca informatii s-a dublat aproximativ la fiecare 40 de luni [10]. incepand cu 2012 au fost
create [11], in fiecare zi, 2.5 quintilioane (2,5 x 10'®) octeti de date, iar limitarea la ordinul exabytilor, privind
dimensiunile seturilor de date procesabile intr-un timp rezonabil [7, 16], constituie deja un subiect de preocupare
sistematica a oamenilor de stiintd pentru domenii precum meteorologia, genomica, connectomica, simularea fenomenelor
fizice complexe, cercetarile biologice si de mediu si chiar cautarea pe internet, finantele si informatica decizionala.

Cuvinte cheie: analiza canonica, analiza corespondentelor multiple, analiza corespondentelor simple, analiza factoriald
discriminanta, analiza in componente principale.

Abstract: Data exploring is a set of methods for describing and analyzing multidimensional data used in any area where
data are too numerous to be comprehended by a human mind. Some of the methods are helpful in revealing relationships
that may exist between different data and in developing statistical information to enable a succinct description of the
information contained. Others allow data regrouping to disclose their homogenous part, thus permitting their better
understanding and defining.

Multidimensional exploratory methods are descriptive, mostly geometric, based on a major mathematical tool, the matrix
algebra, expressing, without assuming a priori, a probabilistic model. These methods allow mainly information
processing and a synthesis of large tables of data by estimating the correlations between the variables studied, the
statistical tools used being the correlation matrix or the variance-covariance matrix.

An exploratory approach allows data prospector to address one of the main objectives of data mining, that is exploring
multidimensional data and dimension reduction: graphical representation, deduction of representative subsets of variables
or a set of components preceding other methods.

The world's technological per-capita capacity to store information has roughly doubled every 40 months since the 1980s
[10]; as of 2012, every day 2.5 quintillion (2.5%10'®) bytes of data were created [11]. As of 2012, limits on the size of
data sets that are feasible to process in a reasonable amount of time were on the order of exabytes of data [7,16].
Scientists regularly encounter limitations due to large data sets in many areas, including meteorology, genomics,
connectomics, complex physics simulations, and biological and environmental research. The limitations also affect
Internet search, finance and business informatics.

Keywords: Canonical Correlation Analysis, Multiple Correspondence Analysis, Correspondence Analysis, Canonical
Discriminant Analysis, Principal Component Analysis.

1. Introducere

Explorarea datelor este un ansamblu de metode care se ocupa cu descrierea si analiza datelor
multidimensionale. Unele dintre metode, ajuté la evidentierea relatiilor care pot exista intre diferite
date si elaboreaza informatii statistice care permit o descriere mai succinta a informatiei continute
in aceste date. Altele, permit regrupari ale datelor in scopul de a face sd apara clar ceea ce le face
omogene si astfel de a le intelege si de a le defini mai bine.

Explorarea datelor permite prelucrarea unui numdr mare de date si identificarea celor mai
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interesante aspecte ale structurii acestora, computerele fiind acelea care au facut aceste metode
operationale si care le-au permis o utilizare foarte extinsd. Succesul din ultimii ani al acestora se
datoreaza in mare masurd reprezentdrilor grafice oferite. Aceste reprezentari pot evidentia relatii
dificil de sesizat de o analiza directa a datelor dar, mai important si in contrast cu metodele statistice
clasice, aceste reprezentdri nu sunt legate de nicio ipoteza privind legile fenomenelor analizate.

Explorarea datelor se bazeaza pe un set de metode descriptive, in cea mai mare parte
geometrice, al caror instrument matematic major este algebra matriciald si care se exprima fara sa
presupuna a priori un model probabilist. Aceste metode permit, in special, prelucrarea si sinteza
informatiei din tabelele de date de mari dimensiuni pe baza estimarii corelatiilor dintre
variabilele studiate, instrumentele statistice utilizate fiind matricea corelatiilor sau matricea de
variantd-covarianta.

Fundamentele matematice ale explorarii datelor au inceput sa se dezvolte la inceputul secolului
al XX-lea dar tehnici de baza privind analiza datelor erau deja cunoscute cu mult inainte. Tabelele
de contingentd, de exemplu, sunt prezente [4] inca din 1588, cand Alvarez Paz Salas descrie
»Invincibila Armada” sub forma unui tabel in care randurile reprezinta flote de nave, iar coloanele
diverse caracteristici ale navelor cum ar fi tonajul, numarul de soldati, etc. sau din 1696, cand
Nicolas Lamoignon Basville, intendent al regelui Ludovic al XIV-lea, enumera si caracterizeaza
manastiri si biserici din regiunea Languedoc. Printre fondatorii metodelor moderne de analizd a
datelor se regasesc Jean-Paul Benzécri, Louis Guttman, Chikio Hayashi, Douglas Carroll si R.N.
Shepard [2].

Intr-un proces de explorare a datelor si descoperire a cunostintelor (,,data mining”) un prim
demers, inevitabil, consta in efectuarea unei explorari a acestor date: alura distributiilor, prezenta
datelor atipice, corelatii §i coerentd, transformari eventuale ale datelor. Demersul descriptiv si
exploratoriu permite realizarea de rezumate §i grafice mai mult sau mai putin elaborate, descrierea
multimilor de date si stabilirea de relatii intre variabile, fara a acorda un rol privilegiat vreunei
variabile si care, folosite in mod adecvat, se pot dovedi extrem de utile pentru numeroase probleme
si situatii din domeniul decizional [5, 6, 12]. Concluziile obtinute privesc doar datele studiate, fara
a fi generalizate la o populatie mai largd. Demersul exploratoriu se sprijind, in mod esential, pe
notiuni elementare (medie si dispersie), pe reprezentari grafice si pe tehnici descriptive
multidimensionale. Metodele exploratorii determina subspatii de reprezentare (sau factoriale), de
dimensiuni mici, care aproximeaza cel mai bine norii de puncte-indivizi sau de puncte-variabile,
astfel Incat vecinatatile masurate 1n aceste spatii sa reflecte cat mai exact proximitétile reale.

Demesul exploratoriu 1i permite deci prospectorului de date sa abordeze unul dintre
principalele obiective ale ,,data mining” si anume explorarea multidimensionald a datelor sau
reducerea de dimensiune: reprezentarea graficd, deducerea unei submultimi de variabile
reprezentative sau a unei multimi de componente prealabile pentru alte metode. Cele mai frecvent
utilizate metode, in functie de tipurile variabilelor, sunt [1, 3, 8, 13, 17]: analiza in componente
principale (ACP), analiza factoriala discriminantd (AFD), analiza corespondentelor simple (ACS),
analiza corespondentelor multiple (ACM) si analiza canonica (AC).

2. Elemente preliminare

Fie p variabile observate pe # indivizi. Multimii de observatii disponibile i se asociaza matricea

de valori X = { (xy)|i=1+n,j = 1+p} € M,y(R), x; reprezentand valoarea variabilei j masurata
pe individul i. Fiecarui individ i se atribuie o pondere p;, i = I+n, (o; >0, X"—; pi = 1).

Matricea diagonala D = diag(py,... ,0.) € Mua(R), se numeste matrice de ponderi, pentru
cazul indivizilor echiponderati D = (//n) I, unde I, este matricea identitate.

O variabila X, (j = 1+p) este identificatd prin vectorul-coloana j al matricii X, x; € R”, iar un
individ i, (i = 1+n) prin vectorul-linie i al matricii X, x; € RP. Vectorii-coloana ai matricii X
definesc un nor de p puncte-variabile in R” iar vectorii-linie definesc un nor de n puncte-indivizi
in R
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Media de selectie a unei variabile j este definita prin xj_ =X"1 pi x;j, iar dispersia de selectie
prin szj = Y pxy - X Y. Vectorul g' = (xj.... , X, ) se numeste punct mediu (sau centru de
greutate) al norului de puncte-indivizi, g = X'D1,, unde 1', = (1,... ,1) € R".

Matricea de varianta-covarianta V € M,,,(R), asociatd matricii X, este:

V={ () [ vig = cov(x;, Xe) = Xi=1 il - xj? (x4 - xj; Y,j=1+p,k=1:p}

Matricea de corelatie R € M,.,(N), asociata matricii X, este:

R={(ri) | rjx=cor(Xj, Xx) = Vg /Sj5k,j = 1+p, k=1+p}

Se numeste tabel centrat, asociat matricii X, matricea Y € M,,.,(R):

Y={Op)| yy=@-x)i=1n, j=1p} Y=X-Lg' = (,-LL'DX.

Se numeste tabel centrat-redus, asociat matricii X, matricea Z € M,.,(R):

Z={(zyj)| zij=yi/sji=1+n; j=1+p }; LZ=YD,,, cu Dy, = diag (I/sy, ..., 1/sp)

Avem: V=X'DX-gg'=Y'DY si R=D;,VD;,=Z'DZ= Y"; pi X; X's

Fiecare individ, x;, definit de p coordonate corespunzand valorilor celor p variabile masurate pe
acest individ, este un element dintr-un spatiu vectorial € < 9”, avand baza canonici = (ey, ...,
e,), numit spatiul indivizilor.

Fie MeM,,(*R), o matrice simetricd, pozitiv definita, de dimensiune p, cu coeficienti reali. Se

numeste matrice a produsului scalar intre indivizi matricca W = XMX' € M,,.,(R):
W= {(wi) | wie = X' Mx¢ = (Xi, Xpm 5 1, L= I+p },

unde (x;, X)) este produsul scalar pe spatiul € definit de metrica M. Distanta dintre doi indivizi, x;

si x¢ din spatiul &, este: d*(x;, X)) = ( X; - Xp, Xi - X Oom = || Xi - X¢ [Pm -

Metricile cele mai uzitate, in spatiul £ al indivizilor, sunt: I, ce induce produsul scalar uzual si
distanta euclidiana si Dy, care conduce la adimensionalizarea variabilelor deoarece fiecare valoare
este Tmpartitd cu abaterea standard de selectie a variabilei corespunzatoare (x; / s;). Metrica I, da
fiecdrei variabile aceeasi importantd independent de dispersia sa, utilizarea ei va privilegia
variabilele cu dispersie mare pentru care diferentele intre indivizi sunt mari si va neglija diferentele
intre celelalte variabile, in schimb metrica Dy, echilibreaza influenta variabilelor transformandu-le
in variabile cu dispersia de selectie unu. Utilizarea metricii Dy, pentru tabelul centrat Y revine la
folosirea metricii I, pentru tabelul centrat-redus Z. Matricea W a produsului scalar intre indivizi
poate fi intotdeauna exprimata in functie de metrica I, adica (3)T : W = (XT")L,(TX") si atunci W
este matricea produsului scalar al tabelului XT' fata de metrica I,. Dacd M = diag(m;,..., m,), atunci
d*(x;, x¢) = XPj-y mj(x;j - xgj)’ iar coeficientii {\/m,-}" i1 pot fi considerati ca ponderi ale variabilelor
X; In distanta dintre indivizi.

Ipoteza fundamentald a unui demers exploratoriu [3, 9, 14, 15] este aceea cad Intreaga
informatie este continutd in distantele dintre punctele-indivizi ale unui nor, respectiv dispersia
punctelor din nor. Se numeste inertie totala (globald) a norului de puncte-indivizi media ponderata
a patratelor distantelor de la punctele-indivizi la centrul de greutate g al norului, adica:

I =3"r1 p(xi— 'M(x;— g) = Z"q pil xi— g |I'm

Prin analogie, inertia intr-un punct oarecare, a € R, este: I, = X"; pil| x; — a |’m si conform
formulei lui Huygens: [, =, + (g—a)’M(g—a)=[,+ | g—a P m.

Pentru un nor de puncte-indivizi dat, centrul de greutate g al norului minimizeaza inertia totala.
Inertia totala este media patratelor distantelor dintre punctele-indivizi 2/, = X"; X"e—; pi0e || X; — Xe IPm.
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Notand cu tr(A) = X"; a; urma matricii A, avem I, = tr(MV) = tr(VM) si pentru cazul g = 0
avem I, = tr(WD) = tr(DW).

Daci M = 1, atunci I, = X ”;; s°(x;), adica inertia totald este egald cu suma dispersiilor de
selectie a celor p variabile.

Daca M = Dy, atunci I, = tr(D;4,V) = tr(Dy42VDy42) = tr(R) = 2Py 1 = £y 1 = p, adica
inertia totald este egald cu numarul variabilelor si nu depinde de valorile acestora.

Fiecare variabild, x;, definitd de n coordonate corespunzind celor n valori ale variabilei j
madsuratd pe cei n indivizi, este un element dintr-un spatiu vectorial F < R" cu baza canonicid F=
(fs, ..., £,), numit spatiul variabilelor. Metrica utilizata in spatiul F, al variabilelor, este matricea
diagonala a ponderilor indivizilor, D = diag(py,... ,on) € Muxa(R).

Pentru variabilele centrate (matricea Y):

e produsul scalar dintre doua variabile indus de metrica D este egal cu covarianta de selectie
dintre cele doua variabile necentrate: (yj, yx)» = Y/ Dyr = cov(x;, Xx);

e norma (,Jlungimea") unei variabile centrate este egala cu abaterea standard de selectie a
variabilei necentrate: ||y,-||2 D= sz(xj);

e cosinusul unghiului dintre doud variabile este egal cu coeficientul de corelatie de selectie al
variabilelor necentrate: cos(6) = (¥ Yo / [l ¥l = cor(x, x,);

o (VV.kelpl y;=0:5°(y) = 5°(X); cor(y;, yu) = cor(x;, Xy).

e Pentru variabilele centrat-reduse (matricea Z):

o (V).kell,plz=0;5(z) = I; con(z;, z,) = cor(x;, Xu); d’(z;, z) = 2(1 - 1),
Operatia de centrare a tabelului X are in spatiile R” si R” interpretari geometrice diferite.

In R” aceasta transformare echivaleaza cu o translatie a originii axelor in centrul de greutate
(punctul mediu) al norului.

In R" aceasta transformare este o proiectie pe hiperplanul care trece prin originea axelor si este
ortogonal pe dreapta ce trece prin originea axelor avand ca parametri directori {p; | i = I + n}.
Matricea P = I, - L,I',D, asociata acestei transformari, este matricea proiectiei M-ortogonale pe
subspatiul generat de vectorii coloana liniar-independenti ai matricii Y. Coordonatele acestor
vectori satisfac relatia Y "y pyy = 0, (V)j = I + p reprezentand ecuatia unui hiperplan in R" care
trece prin originea axelor si are ca normala in punctul 0, dreapta de parametri directori {p; | i =1 +
n}. Daca D = (I/n)l, atunci hiperplanul este ortogonal pe prima bisectoare.

Toate punctele-variabild se afla pe hipersfera de raza /, centrata in originea axelor numita sfera
de corelatie. Planurile in care vor fi proiectate variabilele intersecteaza sfera dupa cercuri
diametrale, numite cercuri de corelatie, de raza [ si in interiorul carora se afla proiectiile punctelor-
variabile.

Daca in spatiul indivizilor intereseaza distanta dintre puncte, 1n spatiul variabilelor intereseaza
unghiurile dintre ele. Proximitatea intre punctele-variabile se interpreteaza in termeni de corelatii.
Sistemul de proximititi dintre doud puncte-variabile, indus de relatia d’(z;, z) = 2(I - rp),
evidentiaza ca:

e doud variabile puternic corelate sunt sau foarte apropiate una de cealalta (deoarece rj = 1
implica dz(zj, zx) = 0) sau foarte depdrtate (7 =~ -/ implica dz(zj, 7)) = 4);

e doua variabile necorelate, deci ortogonale, sunt la distantd medie (deoarece rj = 0 implica
&(z;, ) = 2).
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3. Analiza in componente principale

In functie de provenienti variabilele care pot face obiectul unei ACP pot lua valori cantitative
obtinute in urma unor masuratori, pot lua valori calitative obtinute in urma unor notatii dar sunt
asimilabile cu variabilele cantitative sau pot lua valori calitative ordinale obtinute In urma unor
clasamente dar pot fi transformate in variabile continue.

Obiectivele urmarite de ACP sunt:

e reprezentarea grafica ,,optimald” a indivizilor (liniilor), minimizand deformarile norului de

puncte, intr-un subspatiu €, de dimensiune g (g < p);

e reprezentarea graficd a variabilelor intr-un subspatiu &, explicitand ,.cel mai bine”
legaturile initiale intre aceste variabile;

e reducerea dimensiunii (compresia), sau aproximarea matricii X printr-o matrice de rang
q<p.

Pozitia punctelor intr-un nor este datd de multimea distantelor intre toate punctele si determina

forma norului. Forma norului este cea care caracterizeaza natura si intensitatea relatiilor intre

indivizi (liniile) si Intre variabile (coloanele) si releva structurile de informatii continute in date. O

modalitate de a reda vizual forma unui nor este aceea de a-1 proiecta pe o dreaptd sau pe un plan
minimizand deformarile pe care aceasta proiectie le implica.

Matricea W = YMY"' € M,...(R) este o matrice simetrica, de dimensiune », al carui termen
general, wie = y'iMye, este un produs scalar intre indivizii i si . Se numeste imagine euclidiand a
indivizilor, asociata produselor scalare w;e, un nor compus din # puncte Sj,...,S, si dintr-un punct O

din & astfel incat aceste puncte sa reconstituie produsele scalare wi, adica ( OS;, OSe ) = wie (V)i, {
= [ + nunde produsul scalar (°, °) este definit de metrica euclidiana M = L,.

Matricea V = Y'DY € M,,.,(R) (de variantd-covarianta a variabilelor centrate) este o matrice
simetrica, de dimensiune p, al cdrui termen general, vy = y'[Dyx , este un produs scalar intre
variabilele j si k. Se numeste imagine euclidiana a variabilelor asociatd produselor scalare vy, un

nor compus din p puncte 7j,..,7, si dintr-un punct O din F astfel incat aceste puncte sa
reconstituie produsele scalare vy , adica ( OT}, OTy ) = vix (V)j, k=1 + p unde produsul scalar (°, °)
este definit de metrica euclidiana D = 1,,.

Exista o infinitate de imagini euclidiene ale aceluiasi nor de puncte. Doud imagini euclidiene
sunt echivalente daca ele reconstituie aceleasi produse scalare.

Dacé dimensiunea spatiului vectorial in care se lucreaza este mai mica sau egald cu 3 atunci
imaginea euclidiand a unui nor de puncte poate fi vizualizata, dacd nu atunci trebuie cautatd o
imagine euclidiand aproximativa. Mai precis, pornindu-se de la o imagine euclidiand dintr-un
spatiu afin de dimensiune d se doreste obtinerea unei imagini euclidiene Intr-un spatiu afin de
dimensiune mult mai mica g << d.

Reprezentarea indivizilor. in spatiul & © R al indivizilor, Y (tabelul centrat asociat lui X)
poate fi reprezentat ca un nor de n puncte-indivizi centrate in punctul mediu al norului si ale céror p
coordonate reprezinta liniile lui Y.

Daca rang(Y) = ¢ atunci problema aproximarii este practic rezolvatd. Este suficient si se
determine o baza a subspatiului vectorial de dimensiune ¢ din R? ce contine norul de puncte-
indivizi si sa se calculeze coordonatele punctelor in noua baza.

Daca rang(Y) > ¢, demersul de mai sus se realizeaza prin proiectia punctelor-indivizi pe un
subspatiu €, de dimensiune ¢, obtinut astfel incat media pétratelor distantelor intre proiectii si fie
maxima sau, inertia norului proiectat pe €, si fie maxima sau, in fine, deformarea distantelor prin

proiectie sa fie minima. Astfel problema ce trebuie rezolvatd capatd urmatorul enunt: sa se
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gaseasca I = E’q astfel incdt max Y"; d*(y; 0), iar solutia este dati de urmitoarea teorema:
subspatiul de dimensiune q pe care se proiecteazd optim, in sensul celor mai mici patrate, cele n
puncte din R’ este generat de primii q vectori proprii ai matricii A = VM € M,,(R)
corespunzatori valorilor proprii Ay > 4, > ... > Ay, unde V este matricea de variantd-covarianta
asociata tabelului X, iar M este metrica spatiului indivizilor.

Valorile proprii ale matricii A sunt reale si pozitive, A fiind M-simetrica, pozitiv definita si cu
coeficienti reali. Vectorii proprii ai matricii A sunt M-ortonormati. Matricea A se numeste
matricea inertiei i Iy = tr(A) = X1 A;.

Imaginea euclidiand a norului de puncte-indivizi obtinutd prin proiectia pe subspatiul J€ se
numeste imaginea euclidiana a punctelor-indivizi asociatd aproximatiei de ordinul g a produselor
scalare. Se numesc axe principale de inertie vectorii proprii, M-normati, a;, ai matricii de inertie A.
Se numeste factor principal asociat axei principale a; si se noteazd cu w; forma liniara din R’
definita de relatia u; = Ma;. Factorii principali {u; | j = / = p } sunt vectorii proprii ai matricii MV
asociati valorilor proprii {4; |j = 1 = p } ale matricii A = VM. Se numeste plan factorial principal
subspatiul €,, generat de vectorii {u;, u,}. Se numeste componentd principald asociati factorului
principal u; si se noteazd cu ¢; forma liniard din R" definita de relatia ¢; = Yu,, ¢; este proiectia M-
ortogonald a indivizilor pe axa principala aj.

Componentele principale {¢; | j =/ + p}, sunt vectorii proprii ai matricii WD asociati valorilor
proprii {4; | j =1 + p } ale matricii A si sunt D-ortogonale, deci necorelate. Mediile de selectie ale
componentelor principale sunt nule (pe datele centrate si centrat reduse). Dispersia de selectie a
componentei principale ¢; este 4; valoarea proprie a matricii inertiei, A, pentru (V)j = 1 + p.

Componentele principale sunt combinatii liniare de variabilele initiale, de dispersie maxima si
care satisfac restrictiile u'jM'luj = 1. In cazul ACP normate (Z, I,), componentele principale {¢;|j =
I + p} asociate valorilor proprii {4;|j = 1 = p } ale matricii A sunt variabilele cele mai ,legate” de
variabilele initiale, z;, ..., Z,, in sensul cd suma patratelor coeficientilor de corelatie, >¥;—; corz(cj,
Zy), este maxima pentru (V)j = I = p.

Reprezentarea variabilelor. In spatiul F € R" al variabilelor, Y (tabelul centrat asociat lui X)
poate fi reprezentat ca un nor de p puncte-variabild ale caror n coordonate sunt coloanele lui Y. La
fel ca si in cazul norului de puncte-indivizi, se doreste gasirea axelor principale si a subspatiului

afin g-dimensional, F, — R", generat de aceste axe, care aproximeaza optim norul de puncte-
variabila. Aceasta inseamna sa fie maximizata media patratelor distantelor dintre cele p proiectii pe

F,, adica de rezolvat problema de programare patratica cu restrictii liniare: maxy b'DYMY'Db |
b'Db = 1 a carei solutie, b, este vectorul propriu al matricii B = YMY'D (D-simetrica, reald),
corespunzand celei mai mari valori proprii u.

Ecuatia axei factoriale b din R” este: YMY'Db = ub | b'Db = 1; ecuatia factorului principal v
din (R") este: v = Db; ecuatia componentei principale d din R" este: d = Y'vsaud = Z'v.

Se numeste cerc de corelatie principal subspatiul F, generat de vectorii {v;, v,}.

Analog ca in cazul norului de puncte-indivizi:

e Factorii principali v; € (R"), i=I+n, sunt D”-ortonormati si satisfac relatiile
DYMY'V,’ = UiV;.

e Componentele principale d; € R?, i=1/-n sunt M-ortogonale, au dispersia de selectie egala
cu u si satisfac relatiile X'DXMd; = u,d;.

in cazul ACP normate norul de puncte-variabile se afld pe hipersfera de corelatie deci planul
factorial va intersecta aceasta hipersfera dupa un cerc diametral.

Relatii de tranzitie intre cele doua spatii. Din punct de vedere numeric, o analizd 1n
componente principale se reduce la calculul primelor g valori proprii si al vectorilor proprii asociati
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pentru matricile VM = Y'DYM €M, ,(R) si WD =YMY'D € M, ,(R).
O intrebare naturald este daca exista o relatie intre elementele principale dintr-o ACP pe spatiul

variabilelor (F, M) C R” si elementele principale dintr-o ACP pe spatiul indivizilor (€, D) & R"
iar raspunsul, privind relatiile de tranzitie intre cele doud spatii, este dat de urmatoarea teorema:
toate valorile proprii nenule ale matricilor Y'DYM si YMY'D sunt egale avdnd, eventual, acelasi
ordin de multiplicitate si pentru 4; # 0 sunt adevarate urmatoarele relatii de tranzitie:

o b=k YMa;= (1Y) Y= (1N%) ¢ si
o a= (1/\/11) Y'Dbj _ (1/\/11) Y'Vj = (1/\//1]) dj Ml’ldej =]+ rang(Y'Y).

Cum, in general, p < n este suficienta ACP pe norul de puncte-indivizi, elementele principale
pentru norul de puncte-variabile obtinandu-se prin relatiile de tranzitie.

Coordonalele punctelor pe o axad factoriala in R” sunt proportionale cu componentele axei
factoriale din R" corespunzitoare aceleiasi valori proprii si reciproc, deoarece ¢ = Xu Si d = X'v
implici ¢ = (V)b sid = (V1)a).

Orientarea axelor factoriale este arbitrara deoarece vectorii proprii sunt determinati modulo
semnul lor. Acest lucru nu impieteaza asupra formei norului, adica a distantelor Intre puncte.

ACP nu pune 1n evidenta decat legaturile liniare Intre variabile. Un coeficient de corelatie slab
intre doua variabile semnifica doar ca acestea sunt independente liniar, in timp ce intre ele poate
exista o relatie de ordin superior lui / (relatie neliniard).

Coordonata unui punct-variabild z, pe axa b; este mai mica sau egala cu / in valoare absolutd,
nefiind altceva decat coeficientul de corelatie al variabilei cu factorul v; considerat ca o variabila
artificiald ale carui coordonate sunt date de cele n proiectii ale indivizilor pe aceasta axa, conform
relatiilor de tranzitie. in cazul datelor centrat-reduse, >¥ =1 cor’ (zi, vj) = a'kMak =1

Reconstituirea datelor inifiale. Pornind de la relatia ¢ = Yu se obtine relatia Y = **;; ¢u;M”
numitd formula de reconstituire a tabelului de date Y pornind de la componentele si factorii
principali. Analog, pornind de la relatia ¢ = Xu se poate reconstitui tabelul X precum si MV =
ij=1 /lju,-u'jM'I Sl VM = zpj:I /ljaja'jM

Daca M =1, adica 1n cazul metricii euclidiene, axele principale coincid cu factorii principali i,
conform formulelor de tranzitie, se obtine formula de reconstituire Y = Y%, cu; = Y7; (VAj)vju
cu v; vectori proprii normati ai matricii YY" si u; vectori proprii normati ai matricii Y'Y. Daca in
formula de mai sus sumarea se face doar dupa primii ¢ < p termeni (valorile proprii sunt ordonate
descrescitor), atunci se obtine cea mai buna aproximare, in sensul celor mai mici patrate, a lui Y
printr-o matrice de rang g. Privite doar din acest punct de vedere, metodele de analiza factoriala se
reduc la metode de compresie a datelor.

Reprezentarea simultand. Analiza norului de variabile este dedusd din analiza norului de
indivizi, reprezentarea variabilelor pe axele factoriale in R" ajuta la interpretarea axelor factoriale
in NP si reciproc. Trebuie totusi evitatd interpretarea distantei dintre un punct-individ si un punct-
variabila deoarece aceste puncte nu fac parte nici din acelasi nor, nici din acelasi spatiu si nici nu
sunt reprezentate in acelasi reper. Daca insd se considera in loc de puncte-variabile directiile
variabilelor in R’, atunci se pot reprezenta simultan, in acest spatiu, atat punctele-indivizi, cat si
vectorii reprezentand variabilele.

In spatiul R’ al celor n puncte-indivizi, dupa transformarea tabelului de date, existi doui
sisteme de axe: vechile axe unitare {e,, ..., €,} si noile axe unitare {uy, ..., u,}, formate din axele
factoriale. Posibilitatea unei reprezentari simultane rezidd in acest context in proiectia, ca individ
suplimentar, a vechii axe e; pe noua axd u;. Coordonata proiectiei lui €; pe u, este e'; uy = uy;.
Este, astfel, posibil sa se reprezinte in R? directiile date de variabilele initiale pe planul factorial al
norului de indivizi. Aceastd reprezentare a variabilelor este diferitd de reprezentarea norului
de variabile.

Se numeste reprezentare simultana proiectarea reperului ortonormat al axelor de origine 1n
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planul factorial al norului de indivizi. In 8", in metrica euclidiani, coordonata variabilei j pe axa k
este egala cu coeficientul de corelatie Intre variabila si factor: dy; = ik uy. Cei doi nori de variabile
nu coincid, ei diferd unul de celilalt, pe fiecare axi, prin coeficientul de dilatatie VA

In cazul reprezentirii simultane, care este de fapt o reprezentare in R”, distanta dintre doui
variabile nu se interpreteaza in termeni de corelatie deoarece este vorba de extremitatile unor
vectori ortonormati (distantd egald cu V2 in spatiul complet). Interpretarea distantei intre doua
variabile, in termeni de corelatie, nu se poate face decit in R” (norul proiectat al extremitatilor
vectorilor unitari din R’ si norul extremitatilor vectorilor variabile in R" au in general forme
asemanatoare, vectorii proprii fiind totusi comparabili, deci dilatarile fiind putin deformante).

Tin&nd cont de aceste consideratii, are totusi sens sd se compare, in reprezentarea simultana,
pozitia a doi indivizi fatd de ansamblul variabilelor, sau pozitia a doud variabile fata de ansamblul
indivizilor. La intersectia axelor se gasesc valorile medii ale tuturor variabilelor. Directia unei
variabile defineste zone pentru indivizi: de o parte indivizii ce iau valori mari pentru aceasta
variabila si in partea opusa, indivizii care iau valori mici. Pe directia unei variabile prezinta interes
distantele intre indivizi.

Interpretarea rezultatelor. ACP construieste variabile noi, artificiale si reprezentari grafice ce
permit vizualizarea relatiilor intre variabile si a eventualelor grupe de indivizi §i de variabile.
Interpretarea rezultatelor este o faza delicata ce trebuie Intreprinsa respectand urmatoarele aspecte:

e axele factoriale permit obtinerea celei mai bune vizualizari aproximative, in sensul celor
mai mici pétrate, ale distantelor dintre indivizi, respectiv dintre variabile si in acest sens,
primul demers care se impune este legat de masurarea calitétii acestei aproximari;

e metoda naturald de a da o semnificatie unei componente principale ¢ este de a o corela cu
variabilele initiale x;, In acest sens sunt calculati coeficientii de corelatie liniara cor(c, X;) si
sunt pusi in evidenta coeficientii cu valori absolute mari;

e practica frecvent utilizatd este de a Tmparti In doud multimea variabilelor: o parte din
variabile, numite variabile active, urmand sa fie utilizate pentru determinarea axelor
principale iar cealaltd parte, numite variabile pasive (suplimentare sau ilustrative), sa fie
corelate, a posteriori, cu componentele principale;

e intr-un mod asemanator se procedeaza si In cazul multimii indivizilor, distingandu-se intre
indivizi activi si indivizi suplimentari, care nu sunt luati in considerare la calculul matricilor
de covarianta / corelatie.

In functie de transformarile aduse tabelului de date, analiza in componente principale prezinta
numeroase variante: norul de puncte-indivizi poate fi centrat sau nu, redus sau nu. Dintre aceste
variante, ACP normata (centrat-redusd) este cea mai utilizata.

4. Analiza factoriala discriminanta

Se dispune de observatii privind p variabile cantitative X’, ..., X’ , jucand rolul de variabile
explicative si o variabild calitativa T cu ¢ modalitati {7, ..., 7}, jucand rolul de variabila de
explicat. Cele p variabile explicative au fost observate pe un esantion de » indivizi, variabila
nominald T genereaza o partitie a celor # indivizi In g clase I, k=1 + gq.

In anumite situatii se poate constata ca puterea de discriminare a caracteristicilor (axelor) este
slaba pentru datele considerate, fie ca nu s-au ales cele mai bune caracteristici ale datelor, fie ca
datele sunt prin natura lor foarte asemanatoare. Pentru astfel de situatii este uneori posibila
determinarea unui nou sistem de coordonate fata de care structura de clase este mai evidentd decat
in sistemul initial, axele noului sistem avand o putere de discriminare a claselor superioara celei a
axelor initiale.

Fie X = { x; | i = I+n, j = I=p }e M,,(*R) matricea observatiilor. Fiecare clasd k
caracterizeaza un subnor I; de ny indivizi, unde X%—; ny = n.
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Se noteaza cu g, centrul de greutate al clasei &, adica g, = (x;"—)j:l%,,, unde xf = (I/ng)Zicm xi $i
respectiv cu g centrul de greutate al norului, adica g = (x))j=1-p , cu x; = (I/n)X"=; x;j = =y (nx/n)
Xj

Variabila a = { a(i) | a(i) = X1 a; (x; 7x7), i = 1 + n}, combinatie liniard a celor p variabile,
are media empirica 0 (este centratd) si dispersia empirica: D*(a) = 37 120 k=1 aj ax cov(X;, X;) = a'Va.

Conform formulei Iui Huygens, matricea de covariantd V se descompune intr-o componenta
intraclase (sau reziduald) V, si o componenta interclase (sau explicatd) V., V=V, +V,, astfel incat
dispersia combinatiei liniare a de variabile devine D°(a) = a'Va = a'V,a + a'V.a. Dintre toate
combinatiile liniare de variabile, sunt cautate cele care au o dispersie intraclase V, minima si o
dispersie interclase V. maxima pentru ca in proiectie pe axa discriminanta a, fiecare subnor sa fie,
in masura posibilului, in acelasi timp bine grupat si bine separat de ceilalti subnori. Cu alte cuvinte,
trebuie gasit a astfel incat raportul a'V.a / a'V,a sa fie maxim (sau a'V,a/a'V.a sa fie minim) sau,
conform cu D*(a) = a'V,a + a'V.a, si se maximizeze f(a) = a'V.a / a'Va adica raportul dintre
dispersia interclase V. si dispersia totala V. Un punct stationar al lui f{a) se afld rezolvand ecuatia:
df(a)/oa = 0 adica ecuatia [ (a'Va) (2 V.a) — (a' V.a) (2Va) ]/ (a'Va)’ = 0 deoarece d(a'V.a) / da
= 2V.ea daca V, este simetrica si este deoarece atat V, cat si V sunt matrici de covariantd, in plus V
este inversabild. Deci (a'Va) (V.a) = (a' V.a) (Va) sau V'V =(a'V.a/a'Va)a adici V'Va =
fla)a. fla) este maxima daci este egald cu g, valoarea proprie maxima a matricii V'V, iar a este
vectorul propriu corespunzator 1ui Ay,gy.

Matricea V'V, € Ml,., este, in general, o matrice nesimetrici. Din punct de vedere al
calculului numeric, avand in vedere cd ¢ < p, este mai usor a afla vectorii si valorile proprii ale
unei matrici simetrice de dimensiune ¢ x ¢ si a gasi o exprimare a lui a 1n functie de aceste
elemente. V. este produsul matricii C = { cj | Cik = V[(nx ! 1) (x}"- - x;], j=1=p, k=1+q) } €

Mm,.,(R) cu transpusa sa, V, = CC' deci VICC'a = Ja sau CC'a = AVa. Luand a = V'Cw avem
relatia CC'V'Cw = ACw, dacd w este vector propriu al matricii C'V'C, corespunzitor lui A,
atunci el verifici aceastd relatie, iar a si A verifica relatia CC'a = AVa. Deoarece C'V'C ¢

M, .,(R) este simetrica, se diagonalizeaza aceastd matrice si apoi se afld a = V'Cw.
Valoarea A,,. € [0, 1] si se numeste putere discriminanta.

e Cazul A4 = I. In proiectia pe axa a dispersiile intraclase sunt nule. Cei k nori sunt fiecare
intr-un hiperplan ortogonal pe a. Discriminarea pe aceastd axa este perfectd dacad centrele
de greutate se proiecteaza in puncte diferite.

e Cazul 4,,, = 0 corespunde cazului in care cea mai buna axa discriminantd nu poate sa
separe centrele de greutate g, pentru cd acestea sunt confundate. Subnorii sunt, deci,
concentrici si neliniari separabili. Este posibila existenta unei suprafete de decizie neliniare.

Valoarea proprie este o mdsurd pesimista a puterii de discriminare a unei axe, clasele pot fi
liniar separabile pe axa considerata in pofida faptului ca A < /. Numarul de valori proprii nenule,
deci al axelor discriminante, este egal cu g — I in cazul obisnuit unde n > p > ¢ si variabilele nu
sunt legate prin relatii liniare.

Odata gasite axele cu puterea de discriminare cea mai bund, pasul urméator consta 1n gasirea
suprafetelor de decizie. Metodele geometrice de analiza discriminanta, esentialmente descriptive,
se bazeazi pe notiunea de distanti si nu utilizeaza nicio notiune probabilista. In context geometric,
discriminarea poate fi interpretatd ca o Impartire a spatiului variabilelor in regiuni, numite regiuni
de decizie, fiecare regiune fiind asociatd cu o clasd de indivizi. Regiunile de decizie si implicit
clasele corespunzitoare, se zic separabile dacd pot fi separate prin suprafete din spatiul
variabilelor. Suprafetele de separare ale regiunilor de decizie se numesc si suprafete de decizie.
Suprafetele de decizie pot fi descrise cu ajutorul unei multimi de functii de discriminare (sau de
decizie). Functia de discriminare ataseazd fiecare vector-individ unei regiuni din spatiul
variabilelor, regiune delimitata prin intermediul unei multimi de suprafete de decizie.

O functie de discriminare instruibila tinde sa reduca numarul indivizilor clasati incorect facand
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acest numar cat mai mic posibil, eventual nul. Acest lucru se realizeaza prin ajustarea multimii
regiunilor de decizie ca raspuns la observatiile facute asupra unei multimi de indivizi de instruire.

Dupa ce clasele si suprafetele de decizie sunt stabilite (prin o fazd de instruire), respectiv
functia de discriminare este instruita, functiei de discriminare i se prezinta date ale caror clase nu se
cunosc. Aceastd faza, in care indivizi noi sunt asociati uneia sau alteia dintre clasele stabilite, se
numeste faza de lucru (sau decizionald sau de afectare). Uneori faza de instruire si cea de lucru pot
sa coincida sau sa se suprapuna partial.

Intro AFD se disting, In consecinta, doud demersuri:

e primul, descriptiv, ce consta in cautarea functiilor de discriminare liniare pe esantionul de
volum 7 respectiv gasirea combinatiilor liniare de variabile explicative ale caror valori
separd cel mai bine cele ¢ clase;

o al doilea, decizional, ce consta in aflarea claselor de afectare a n’ indivizi noi, descrisi prin
variabilele explicative (X7, ..., X°).

5. Analiza corespondentelor simple

Se dispune de observatii privind doua variabile calitative (nominale sau categoriale), X cu n
modalitati {x, ..., x,} §i respectiv Y cu p modalitati {y,, ..., y,}. Variabilele nominale X si Y au fost
observate simultan pe un esantion de k indivizi si genereaza fiecare céte o partitie a celor k indivizi.

Un tabel ale carui linii, respectiv coloane, desemneaza doud partitii ale aceleiagi multimi,
partitii date de modalitdtile a doud variabile nominale, se numeste fabel de contingenta (de
dependenta sau incrucisat). De exemplu, intr-un scrutin electoral cu mai multi candidati, daca
pentru un esantion de alegatori se cunosc circumscriptiile electorale si optiunile acestora atunci este
convenabil sd se grupeze datele intr-un tabel de contingentd K ale carui elemente k;; reprezinta
numarul de persoane din circumscriptia i care opteaza pentru candidatul ;.

Analiza corespondentelor simple (4CS) se poate aplica unor tabele de contingentd cu toate
valorile nenegative si trateaza in mod echivalent atat liniile cat si coloanele. Abordarile curente
constau 1n a defini ACS ca fiind rezultatul a doud ACP, pentru profiluri-linii §i pentru profiluri-
coloane, utilizand metrica y’.

Fie K = { k; | i=1+n,j=1+p}e M,,(R) tabelul de contingenta cu » linii, p coloane si
elementele k;;, unde k; este numdrul de indivizi avand simultan modalitatea i a variabilei X si
modalitatea j a variabilei Y.

Se numesc efective marginale (sau marje) cantitatile k. = Y7, ky si ky=Y"i1ky, (V)i=1+nsi
(V) =1 + p indeplinind conditiile Y"i; k. = DPjq kyj = Y"1 YPi1 ki = k. Se numesc frecvente
relative cantitdtile f; = kj / k, (V)i =1 + n si (V)j = 1 + p. Se numesc frecvente marginale (sau
marje) cantitatile fi. = Y7; 1 fi; (V)i=1+nsi fi=>"c1fi (V) =1+ p indeplinind conditiile >,
Jio=2ats =X X fi=r= 1.

Fie F = {f;|i=1+n, j= I1-p}e M, . ,(N) matricea frecventelor relative. Dupa cum este
considerata privilegiatd una sau alta dintre variabilele X sau Y sunt posibile doua lecturi: pe linii, cu
frecventele { f;; / fi. }, profilurile-linie, si respectiv pe coloane, cu frecventele {f;/f; }, profilurile-
coloand. Distantele euclidiene intre profilurile-linie, (i, £) = 37 it (fii / fie — foi /. fe.)’ si respectiv
intre profilurile-coloand, d(j, k) = ", (fi/ fi — fu/ )’ favorizeaza coloanele (respectiv liniile)
care au o masd f, (respectiv f. ) importanta, adicd modalitatile j (respectiv i) care sunt bine
reprezentate in populatia studiatd. Pentru a remedia acest lucru cat si din alte considerente, se
pondereazi fiecare diferentd cu inversa masei coloanei, obtinindu-se distanta ¥, dzl(i, OH=>ru/

1) (i / f = foi/ fo) si tespectiv, &, k) = X" (L1 fi) (G5 / f = S/ for) -

Distanta y° este invarianti la agregarea liniilor, respectiv a coloanelor, cu acelasi profil. Aceasta
proprietate poartd numele de principiul echivalentei distributiilor. Echivalenta distributionala
permite agregarea a doud modalitati (ale aceleiagi variabile) cu profiluri identice (in R’ ele se
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confundd) intr-o noua modalitate cu o pondere sumata fara insa a afecta prin aceasta nici distantele
intre modalitatile variabilei nou formate, nici distantele intre modalitétile celeilalte variabile. Din
punct de vedere practic, aceastd proprictate este fundamentald deoarece garanteazd o oarecare
invarianta a rezultatelor fatd de nomenclatura aleasa pentru constructia modalitatilor unei variabile,
cu conditia regruparii modalitatilor asemanatoare. Nu se pierde astfel informatia prin agregarea
unor clase si nu se castigd informatie prin divizarea claselor omogene.

ACS pe tablelul centrat este echivalentd cu ACS pe tabelul necentrat. Este o particularitate a
ACS, in comparatie cu ACP, echivalenta dintre analiza realizata pe tabloul necentrat (adica cu
originea in O) si cea realizatd pe tabloul centrat (adicd cu originea in G) cu conditia ignorarii, In
primul caz, a axei factoriale care uneste pe O cu G (aceastd axa este asociatd valorii proprii egala
cu unu, numita valoare proprie triviala).

Profilurile-linie si profilurile-coloand au mase: { fi. | i = I=n } sirespectiv {f;;| j =1+ p} si
atunci matricile de pondere respective sunt D, = diag (fi) € M,.,(R), cu marjele liniilor pe
diagonala principala Si D, = diag (f;;) € M,.,(R), cu marjele coloanelor pe diagonala principala.

Metrica spatiului R” este M = D,,'I , metrica spatiului R” este M = D,”. Centrul de greutate al
profilurilor-linie este Xge= (f.1, ... , f+»)", centrul de greutate al profilelor-coloana este Xge = (f1., ..., fue)-

Reprezentarile grafice ale proximitatilor intre profiluri se fac, pe rind, in cele doud spatii, in
centrul de greutate al norului corespunzator.

Problemele de optimizat si matricile de diagonalizat sunt:

e in W, spatiul profilurilor-linie: max, { >"izs fi- (i, 0) } | w'D, u = 1. Solutia u este
vectorul propriu al matricii S = F'D,,'IFDp'I , asociat celei mai mari valori proprii A # 1.

e in R", spatiul profilurilor-coloana: max, { Y¥; f,; d(j, 0) } | v'D,”'v = 1. Solutia v este
vector propriu al matricii T = FD,"F'D,” , asociat celei mai mari valori proprii A # 1.

Axele factoriale:

e matricile S si T au aceleasi valori proprii nenule: Su, = Agug, u € R si Tvy, = Agv, ,
veR"

e valorile proprii A, sunt subunitare (4, < 1, (V)a).

e Intre vectorii proprii normati u, ai lui S asociati lui A, si vectorii proprii normati v, ai lui T
asociati aceleiasi valori proprii exista relatiile: v, = (1/\//1,,)F Dp'] U, siug=( 1/\//1,,)F D, v,

De asemenea:

o iy fy/fu=1, (V)i =1+n= in ACS punctele sunt continute in hiperplanul J¢ de
dimensiune p - 1 (pentru R’).

o Yiu¥e=Y"ufi=1= Gee It.

o X'GeMXge=1 = Gp se afla la distanta / de origine.

o (OGe,xge)=0=> 0G L J
In analiza in raport cu originea, prima directie u; este axa ce leaga originea de centrul de

greutate al norului si este ortonormald pe J. Inertia proiectatd pe aceastd axa este 1, egald cu
distanta dintre O si Ge deoarece toate punctele norului se proiecteazd pe aceastd axd in acelasi

punct Ge. Urmatoarele p -/ axe (uy, ..., u,) continute in J constituie o baza, definind directii de
inertie maxima ale norului. Ele coincid cu primele p -/ axe ale ACS in raport cu Gg si (uzl, u's, .,

uzp), a p-a axa corespunde lui u; = OGe si nu indica nicio directie in Jf deoarece nu este continuti

in J€ . Inertia sa (valoarea proprie asociatd) este nula.
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Coordonatele pe axele factoriale:
e InM: lPa: D,,_IFDp_lua Cu Wu = zpj:] (ﬁ,/ﬁf:])uog
e mmR':0,= Dp'IF’Dn'IVa cu @y ="i=1 (fi/ fif IVai.

Coordonata modalitatii i a unei variabile reprezintda media modalititilor j ale celeilalte
variabile, ponderate de frecventele conditionate ale profilului i. Analog, coordonata modalitatii j
reprezintd media multimii modalitatilor 7 ponderate de frecventele conditionate ale profilului ;.

Relatiile de tranzitie intre spatii (formulele quasi-baricentrice):
o W,=(1/VA) D,F ®, cu yu= (N o1 0o filfi
o ®,=(1/VA) D, 'FY, cupy,=NA)Y" =1 Vi fi/fi

Astfel, modulo coeficientul de dilatatie (1/vA,), proiectiile punctelor unui nor sunt, pe o axa,
coordonatele baricentrice ale proiectiilor punctelor celuilalt nor. Relatiile quasi-baricentrice
justifica reprezentarea simultana a liniilor si a coloanelor.

Ramane in continuare valabila observatia de la ACP legatd de faptul ca distanta dintre un
punct-linie i un punct-coloana este lipsitd de sens deoarece acestea se situeaza in spatii diferite.
ACS ofera totusi posibilitatea de a pozitiona si interpreta un punct dintr-un nor in raport cu punctele
din celalalt nor.

6. Analiza corespondentelor multiple

Se dispune de observatii privind s variabile calitative X! (¢ = 1 + s, s > 2), avand respectiv
modalitatile { (/, ..., p,) }. Modalititile fiecarei variabile se exclud reciproc, fiecare modalitate este
observatd cel putin o datd. Variabilele au fost observate simultan pe un esantion de » indivizi,
fiecare individ alege una si numai una dintre modalitatile fiecarei variabile.

Analiza corespondentelor multiple (ACM) este o tehnicd de descriere a datelor calitative,
folosita in special in anchetele unde intrebarile sunt cu raspunsuri multiple.

Fie p =)",=1 p, numarul total de modalitati ale celor s variabile nominale si fie r;, (ry, < py)
numarul modalitatii alese de individul 7, dintre cele p, modalitati ale variabilei X?. Se numeste tabel

de date condensat matricea R= {r;, | i =1+n,q =1+ s} € M,(N). Tabelul R care descrie cele s
modalitati alese de cei n indivizi nu este exploatabil, sumele pe linii sau pe coloane nu au sens,
fiind necesar un alt mod de descriere a informatiilor respective.

Pentru variabila nominald X?, (¢ = 1 + s) se numeste variabila auxiliara a modalitatii j (j = 1+
Dq}) variabila z; , definitd astfel: z;; , = (z, /= 0) A[( 734 # 0) = (zij.~ D] ; (V)i € [1, n].

Matricea Z, = {z; , | i=1-+ n,j=1+ p.t; (V)g € [1, 5]} € Myupy(R), In care fiecare linie
contine p, — / zerouri §i un singur unu, se numeste matrice auxiliara a modalitatilor variabilei

nominale X?. Matricea Z = [Z;, ..., Z,, ..., Zs] € M,,.,(R), obtinuta prin concatenarea matricilor Z,,
se numeste fabel disjunctiv complet. Avem: z;. = YPj—; zjj ;= S; zj = Y. i=1 Zjj, = Numarul de indivizi
care au ales modalitatea j a intrebarii g; n = Y"1 z;=z, ;2 =Y"ic1ze = Y4124 = 2 i1 2 jm1 Zif =
ns = efectivul total.

Matricea B = Z'Z € M,,,(R), se numeste tabel de contingenta Burt asociat tabelului disjunctiv
complet Z, avand termenul general by = >"i—; z;zy , marjele b; = Y*;—; by = sz.; , efectivul total b =
Y1 bj = s’n iar termenii de pe diagonald sunt efectivele {z;} ale modalitatilor intrebarii g. Se
noteazd cu D € M,,.,(R) matricea diagonald definita de relatiile: d; = b; =z,; si dj=0, (V)j,j' €
[1.plj#j"

Analiza corespondentelor multiple (4CM) este analiza corespondentelor simple (4CS) aplicata
unui tabel disjunctiv complet. In consecinta se aplica aceleasi transformari tabelului de date pentru
obtinerea profilurilor-linie sau profilurilor-coloand, aceleasi ponderi ale punctelor functie de
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profilurile marginale, aceeasi distant, distanta ’. Indivizii sunt toti afectati de o pondere identica
m; = zi./ ns = 1/n, (i =1+n), fiecare modalitate j este ponderata de frecventa sa, m; = z.; / ns. Pe un
tabel disjunctiv:

e in R" distanta 5’ intre modalitati, se scrie: d’ (j, /") = Y"i—y n( zij/ zj — zj/ 2. ) si este nula
daca modalitatile j si j’ sunt alese de aceiasi indivizi. Modalitatile de efectiv scazut, adica
cele alese de putini indivizi, sunt departate fata de celelalte modalitati.

n . 2 A . N . 2 .oy 2 . -

e fin R dlSta.n;E} ¥~ Intre indivizi, se scrie d” (i, i) = (U/s)YPj=1 (n /2 W zij — ziy ) i este nula
daca indivizii i si i’ au ales aceleasi modalitati . Ei sunt cu atdt mai departati cu cat au
raspuns mai diferit. O modalitate j intervine in distanta dintre indivizi cu atat mai mult cu
cat masa ei este mai mica.

Reluand rezultatele analizei corespondentelor simple si notatiile adoptate rezulta: F = (1/ns)Z,
cu termenul general f;; = z;/ns, D, = ({//ns)D, cu termenul general f.; = §;(z.;/ns) St D, = (1//n)l,, cu
termenul general f;. = 6;/n).

Pentru a gési axele factoriale u, se diagonalizeaza matricea S = F'D*I,,FD*',, = (I/s)2'ZD" cu
termenul general s; = (I/s°zy7) Y."i=1 Zizij":

e in NP, ecuatia celei de-a a-a axe factoriale u, este (/ /s)Z'ZD_I u, = 1., $i ecuatia celui de-
al a-lea factor ®, = D', este (]/S)D_IZ'Z(I)a =1, D,

e in R", ecuatia celui de-al a-lea factor W, este: (1/s) VA RV A FEV 8

Factorii ®, si ¥, (de normé 4,) reprezintd coordonatele punctelor linie si ale punctelor coloana
pe axa factoriala o.

Relatiile de tranzitie intre factorii ®, si ¥, sunt: ®, = (I / \//la) D'Z2'Y, ; We=(1/ s\//la) 70,

Coordonatele factoriale ale individului i pe axa « sunt date de: vy, ; = ({ /\//1,,)2" i~1(Zij/Zi)Paj =
(l/sN//la)Zjep(,-)(pa ; unde p(i) desemneazd multimea modalitatilor alese de individul i. Modulo
coeficientul //\A, individul i se giseste proiectat in planul factorial principal in centrul de greutate
(punctul de coordonate media aritmeticd) al modalitatilor pe care le-a ales.

Coordonatele factoriale ale modalitatii j pe axa a sunt date de: @4, ; = ({ /\//la)Z"i:l(zij/ Z) Yo, i =
(1/z.j\//1a)2,-€,,(,-) W, ; unde n(j) desemneaza multimea indivizilor care au ales modalitatea j.

In formulele de mai sus, modalitatile/indivizii nu sunt ponderati; coordonatele sunt simple
medii aritmetice. Norul modalitatilor din R" poate fi descompus in s submultimi, a (¢ — a)-a
submultime (subnor) corespunzind multimii p, a modalitatilor variabilei g. Centrele de greutate ale
celor s submultimi ale norului modalitatilor din R" coincid cu centrul de greutate al norului global.
Daca tabelul Z nu este complet disjunctiv, adica daca pentru cel putin un individ nicio modalitate a
unei intrebari nu a fost aleasa, modalitatile acelei variabile nu mai sunt centrate in centrul de
greutate al norului global.

Coordonatele modalititilor in R” sunt coloanele matricii ZD . Acestea genereaza un subspatiu
a carui dimensiune este rangul lui ZD ', adicd p — s + /. Rangul maxim al matricii D'Z'Z de
diagonalizat va fi deci p — s + I. Dar, 1n analiza norului in raport cu originea O, prima bisectoare
este vectorul propriu corespunzind valorii proprii /. In analiza in raport cu centrul de greutate G
vor fi gasite p — s valori proprii nenule. Alegdnd o bazd in suportul norului, revine la a cauta
valorile proprii ale unei matrici de ordin p — s.

Distanta de la o modalitate j la centrul de greutate G este °(j, G) = (j — G)'D, '(j — G) =
n /Z.j —1.

Inertia unei modalitati j este, prin definitie, I (j) = m; & (j, G) cu m; = z.; | ns sau, efectuand
substitutiile, 7 (j) = ({/s)({ — z.; / n). Inertia unei modalitati este cu atat mai mare cu cat efectivul z,;
al acestei modalitati, adicd numarul de indivizi care au ales-o, este mai mic. Maximul //s va fi atins
pentru modalititile de efectiv nul. In consecintd, in momentul codificarii, se va evita introducerea
unor modalitati susceptibile de a fi alese de putini indivizi pentru a nu introduce perturbatii in
primele axe factoriale.
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Inertia unei intrebari q este, prin definitie: /(q) = Z"; I(j) = (1/s)(py — 1). Inertia unei intrebari
este cu atit mai mare cu cat numdrul de modalitati asociat, p,, este mai mare. Minimul //s este atins
de intrebérile cu doar doud modalitati de raspuns. In consecintd, dacd se doreste ca intrebarile sa
joace un rol aproximativ egal, se va echilibra sistemul de intrebari (variabilele vor fi "decupate "
intr-un numar egal de modalitati).

Inertia totald este [ = X',y I(q) = X1 (z; / ns)d’(j, G) =pls — 1, (=104 = D). In particular 7 =
1 daca toate intrebérile au doud modalidti de raspuns, adicd p = 2s. In consecintd depinzind
exclusiv de numarul de intrebari si de modalitatile asociate acestora, inertia globala nu are, in cazul
ACM (ca si In cazul ACP normat, de altfel), nicio semnficatie statisticd, deoarece nu depinde de
legdtura intre variabile.

A spune ca exista afinitati Intre raspunsuri este acelasi lucru cu a spune ci exista indivizi care
au profile asemandtoare din punct de vedere al atributelor alese spre a-i descrie. Tinind cont de
distantele intre elementele tabelului disjunctiv complet si de relatiile baricentrice se poate
interpreta ca:

e proximitatea intre indivizi semnifica faptul ca au ales global aceleasi modalitéti ca raspuns
la Intrebarile puse;

e proximitatea Intre modalitati ale unor intrebari diferite semnifica faptul ca ele au fost alese
ca raspuns de grupe de indivizi asemanatori (ele corespund centrelor de greutate ale acelor
grupe de indivizi);

e proximitatea intre modalitdtile aceleiasi intrebari semnifica faptul cd grupele de indivizi
care le-au ales sunt asemanatoare (modalitatile unei aceleiasi variabile se exclud).

Regulile de interpretare a rezultatelor privind elementele active ale unei ACM sunt
asemanatoare cu cele corespunzatoare unei ACS.

7. Analiza canonica

Obiectivul general al analizei canonice este explorarea relatiilor ce pot exista intre doud grupe
de variabile cantitative observate pe aceeasi multime de indivizi. De exemplu, analizele medicale
efectuate, pe acelaSi esantion de indivizi, de catre doud laboratoare diferite. Scopul analizei canonice
este de a compara cele doud grupuri de variabile pentru a vedea daca acestea descriu acelasi fenomen,
caz in care prospectorul de date ar putea renunta la unul din cele doud grupe de variabile.

Fie n numarul indivizilor, p numarul variabilelor din primul grup si ¢ numarul variabilelor din
cel de al doilea grup, fie X € MM,,.,(R) matricea contindnd observatiile relative la primul grup de

variabile si fie Y € M,,,(N) matricea continand observatiile relative la cel de al doilea grup
de variabile.

Coloana j a matricii X, (j = I + p), contine observatiile x; asupra variabilei X din primul grup
iar coloana & a matricii Y, (k= I + ¢), contine observatiile y; asupra variabilei ¥ din al doilea grup,
pentru i = I + n. Din motive de comoditate matricile X si Y se presupun centrate si reduse si de
asemenea se presupune p < g < n, rang(X) = p si rang(Y) =gq.

in spatiul F al variabilelor, respectiv R" inzestrat cu o baza canonicd ¥ si cu o metricd M, se
pot defini doud subspatii vectoriale:

e  Fx generat de vectorii X;(j =  + p), in general de dimensiune p si

o Fy generat de vectorii y; (k= I + g), in general de dimensiune g.
In general M = I, uneori M = diag(p;) sau M = (1/n)I daca ponderile sunt egale.

Pentru indivizi pot fi luate in consideratie doua spatii vectoriale:
o & =N, E M), generat de vectorii x; (i = I + n) si
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e &,=(NY E M), generat de vectorii y; (i = I + n)
Se cautd, pentru inceput, un cuplu de variabile (7, W), I’ combinatie liniara a variabilelor ¥
(deci un element din Fx), normati si ¥’ combinatie liniar a variabilelor ¥* (deci un element din

Fy), normata astfel incat ¥’ si W’ sa fie cele mai corelate posibil. Se cautd, apoi, cuplul normat (77,
W?), 1V combinatie liniard a variabilelor X, necorelatd cu V'’ si W’ combinatie liniara a variabilelor
Y*, necorelatd cu V7, astfel incat V2 si W’ sa fie cele mai corelate posibil. Se continui in acelasi mod
rezultand, in final, un numar de p cupluri de variabile (V*, W*), s =1 < p.

Variabilele V* constituie o bazd ortonormatd in Fx (fiind combinatii liniare de variabile
centrate, sunt centrate; fiind necorelate sunt ortogonale in metrica identitate). Variabilele W*

constituie un sistem ortonormat al lui Fy (ele nu formeaza o baza decat dacad g = p). Cuplurile (77,
W), si in special primele dintre ele, tin cont de legaturile liniare dintre cele doua grupe de
variabile initiale.

Variabilele 7* si W* se numesc variabile canonice. Corelatiile lor succesive se numesc
coeficienti de corelatie canonica (sau corelatii canonice) si se noteazd cu & (1 =2 6; 2 5 2 ... 2 9, >
0). Orice variabila canonicd V* este, prin constructie, necorelati (deci ortogonali) cu celelalte
variabile canonice V¥, s # s'. Deasemenea V* este necorelatd cu W, dacd s # s’ si bineinteles
proprietatea este adevaratd pentru orice variabild #* in raport cu variabilele V*, s # 5. Sistemul de

variabile W* (s = 1 + p) poate fi completat pentru a se obtine o bazd ortonormata in &Fy, in care
ultimile variabile W* (s = p+1 + ¢) sunt asociate cu coeficienti de corelatie canonica nuli (& = 0,

s=ptl +q).
Fie Px = X(X'X)7X’ si Py = Y(Y'Y)™Y' matricile proiectiilor ortogonale pe subspatiile Fx si

Fvy, ale lui F inzestrat cu metrica I. Atunci:

e vectorii V* sunt vectorii proprii normati ai matricii PxPy corespunzitori valorilor proprii A,
ordonate descrescator, A, € [0, 1];

e vectorii W* sunt vectorii proprii normati ai matricii PyPx corespunzitori acelorasi valori
proprii Ay;

e coeficientii de corelatie canonica sunt &= VA, s = 1 + p.

Reprezentarile grafice ale rezultatelor analizei canonice se fac intro dimensiune d redusa,
1<d<p.

Fie v\ € Fx si w* e Fy vectorii asociati variabilelor canonice V* si respectiv W°. In Fx se
considera baza ortonormata (v', ..., V) restransi la (v/, ..., v%). Se reprezinti fiecare dintre
variabilele initiale X cu ajutorul coordonatelor acestora pe v* obtinute calculand produsele scalare

<Xj, VA>

Variabilele ¥ fiind centrate si reduse vectorii X; sunt centrati si normati (la fel si vectorii v*),
astfel incét aceste produse scalare sunt egale cu corelatiile dintre variabilele initiale X’ si variabilele
canonice /*, cu coeficient n deoarece s-a considerat metrica I. In acelasi spatiu pot fi reprezentate si

variabilele Y* ale celuilalt grup proiectdnd mai intai vectorii y; in Fx , cu ajutorul lui Py, apoi luand
produsul scalar al acestor proiectii cu vectorii v*, { Px(yx), V') = ( y&, Px(V")) = (¥, V' ) deasemenea
egale cu corelatiile dintre variabilele initiale Y* si variabilele canonice V*.

In misura in care graficul astfel obtinut este ,bun” el poate fi utilizat pentru a interpreta
relatiile (proximitati, opozitii, departari) dintre cele doud multimi de variabile. Prin constructie,
acest grafic reprezinti corelatiile dintre variabilele canonice F* si variabilele initiale X si Y*,
corelatii care stau la baza interpretdrii lui. Interpretarea poate fi facilitatd utilizind coeficientii de
corelatie liniard dintre variabilele X, dintre variabilele Y* si dintre variabilele ¥ siY*. Toti acesti
coeficienti sunt furnizati de produsul software.
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In mod simetric, in Fy se restrange sistemul (w’, ..., w”) la primele variabile (w’, ..., w%), in
raport cu care se reprezinta la fel de bine variabilele initiale, atat X’ cat si Y* | conform aceluiasi
principiu descris mai sus (coordonatele sunt corelatii).

Cele doud grafice (in Fx si in Fy) avand aceeasi calitate si conducand la aceleasi interpretari
este suficient unul singur pentru a interpreta rezultatele unei analize.

In fiecare din spatiile relative la indivizi (€, si &), se poate deasemenea obtine cite o
reprezentare grafica a acestor indivizi in dimensiunea d, cele doua reprezentari fiind comparabile
(cu atat mai comparabile cu cat corelatiile canonice sunt mai mai ridicate). Coordonatele indivizilor

pe axele canonice in aceste doua reprezentiri sunt date de liniile matricilor V; € M, (R) (in &) si
W, € Mya (RN) (in &,), ale ciror coloane contin coordonatele primelor d variabile canonice in baza

canonica a spatiului F.

8. Concluzii

Explorarea datelor este utilizatd in orice domeniu, atunci cand datele sunt mult prea multe
pentru a mai putea fi intelese de o minte omeneasca. In studiile care vizeazi un numér important de
variabile, respectiv indivizi reprezentabili in spatii de mari dimensiuni, o dificultate majora o
constituie obtinerea unei reprezentari grafice adecvate a cérei vizualizare §i interpretare s faciliteze
intelegerea structurii datelor analizate. Analiza in componente principale are un rol esential fiind
metoda care serveste drept fundament teoretic si pentru celelalte metode de explorare
multidimensionald numite factoriale. Obiectivele realizate de analiza in componente principale
permit utilizarea prealabild a acestei metode in cazul altor metode care preferd, fie variabile
ortogonale (regresia liniard), fie un numar redus de intrari (retelele neuronale).

Analiza discriminanta este una dintre tehnicile de analizd multidimensionala cele mai folosite
in practica: diagnostic automat, controlul calitatii, previziunea riscului, recunoasterea formelor.
Scopul analizei discriminante il constituie studierea legaturilor intre variabilele explicative si
clasele partitiei si definirea functiilor discriminante care vor permite, Intr-o etapd ulterioara,
afectarea de noi indivizi la aceste clase. Marirea puterii discriminante a axelor poate fi reclamata de
datele problemei, cu scopul de a putea ,,vedea” o anumita structura in date. Determinarea axelor
discriminante poate servi si ca o tehnicad de reducere a dimensiunii spatiului variabilelor, prin
aceastd tehnicd fiind selectate cele mai relevante caracteristici. Reducerea dimensiunii poate fi
deasemenea impusa si de necesitatea vizualizarii claselor prin proiectarea datelor intr-un spatiu cu
una sau doua dimensiuni.

Analiza corespondentelor simple este o metoda descriptiva ce revine la efectuarea unei analize
a unui nor de puncte ponderate intr-un spatiu cu o metricd speciala. Analiza corespondentelor
simple este in principal utilizata pentru tabele mari de date, comparabile intre ele (daca este posibil
exprimate in acceasi unitate de masurd) si permite analiza si interpretarea datelor calitative
complexe intdlnite in general in domeniul stiintelor umane si sociale, dar nu numai. Analiza
corespondentelor simple este conceptual similard cu analiza in componente principale, se poate
aplica unor tabele de contingentd si trateazd in mod echivalent atat liniile, cat si coloanele.
Aborddrile curente constau in a defini analiza corespondentelor simple ca fiind rezultatul a doua
analize i;l componente principale (pentru profiluri-linii i pentru profiluri-coloane) utilizand
metrica .

Analiza corespondentelor multiple este o generalizare posibild a analizei corespondentelor
simple, are insd proceduri de calcul si reguli de interpretare specifice si se preteazd la un numar
mare de aplicatii. Ea este in mod deosebit adaptatd la descrierea tabelelor mari de variabile
nominale, specifice anchetelor socio-economice sau medicale, modalitatile acestora fiind de cele
mai multe ori raspunsuri la intrebari. Deasemenea este de multe ori utilizatd pentru determinarea
unor scoruri prealabile unor metode de clasificare (metoda norilor dinamici).

Analiza canonicd este consideratd, pe plan teoretic, una din metodele descriptive
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multidimensionale centrale deoarece generalizeazd diverse alte metode si de asemenea poate fi
privita ca un caz particular de analizd in componente principale a doud pachete de variabile intr-un
spatiu inzestrat cu o metrica speciala. Multd vreme analiza canonica, nefiind usor aplicabild, a avut
putine aplicatii practice, dar lucrurile s-au schimbat mai ales datorita dezvoltarii, la mijlocul anilor
1990, a regresiei PLS (,partial least squares”) metoda destul de apropiatd cu analiza canonica si
ulterior, prin aparitia datelor de expresie genomica (biochip-uri) combinate cu variabile biologice
pentru situatii tipice de analizad canonica.

Analiza canonica prezintd anumite analogii atat cu analiza in componente principale, privind
construirea si interpretarea graficelor, cat si cu regresia liniard, privind natura datelor. Analiza
canonicd este apropiatd de regresia liniard multipla (explicarea unei variabile cantitative prin o
multime de alte variabile cantitative) metodd pentru care analiza canonica constituie de altfel o
generalizare (daca unul din grupuri se reduce la o singurd variabild se regiseste regresia).
Deasemenea, cand unul din cele doud grupuri de variabile este inlocuit de variabilele auxiliare
(modalitatile) unei variabile calitative se regaseste analiza factoriald discriminanta, iar cand fiecare
din cele doud grupuri este nlocuit cu variabilele auxiliare ale unei variabile calitative se regiseste
analiza corespondentelor simple. Mai mult, existd anumite generalizari ale analizei canonice la mai
mult de doud grupuri de variabile cantitative, iar acestea permit atit regdsirea analizei
corespondentelor multiple (inlocuind fiecare grup prin variabilele auxiliare ale unei variabile
calitative), cat si regasirea analizei in componente principale (ldsand cate o singura variabilda
cantitativa in fiecare grup).

Analiza in componente independente, mai recenta, rezultata din fizica semnalului si cunoscuta
initial ca ,,metodd de separare oarbd a sursei”, este mai apropiatd, intuitiv, de metodele de
clasificare nesupravegheata. Clasificarea automatd, analiza factoriala discriminantd sau analiza
discriminanta permit identificarea, in interiorul unei populatii, a grupurilor omogene din punctul de
vedere al variabilelor studiate.
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