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Rezumat: in acest articol facem o trecere in revistd a faptelor care au dus la criza matematicilor si apoi la cautarea
fundamentelor acestora, prin care se asigura fundamentele stiintelor. Se evidentiaza faptul ca definitia nu este unica si ca
ea este nervul motor al matematicii, se face printr-o functie propozitionald, care lasa creatiei intelectuale toata libertatea
de miscare.
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Abstract: In this article we review the facts that led to the crisis of mathematics and then to the quest of their
fundaments, by which the foundation of sciences is found. We point out that the definition is not unique and that it is the
dynamical factor of mathematics, allowing the intelectual act of creation all its liberty of movement.
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1. Criza matematicilor

«Aproape ca nu existd doi matematicieni ale caror idei cu privire la fundamentele stiintei lor sa
fie complet de acord», asa caracterizeazd Arend Heyting (Mathematische Grundlagenforschungen.
Intuitionismus, Beweistheorie, Springer, Berlin, 1934) divergenta dintre pozitiile din filosofia
matematicilor. Si aceasta afirmatie este corecti. In mod paradoxal, cercetarea fundamentelor logice
ale matematicilor, in loc si asigure bazele lor, le-a slabit si a transformat adevarurile lor in
conventii arbitrare. Pe de alta parte, matematicile existd in toatd stralucirea lor, s-au dezvoltat si
continud sd se dezvolte dincolo de ce se spune despre ele, fara sa dea atentie la ceea ce Hilbert
numeste «metamatematica.

Toate eforturile de a fundamenta, fie prin logica, fie prin filosofie, natura si bazele
matematicilor, s-au lovit de dificultati de netrecut si au creat probleme dificile, ba chiar insolubile.
Exemple sunt paradoxele logico-matematice, problema indecidabilititii (Unentscheidbarkeit)
descoperitda de Kurt Godel, problema necontradictiei unei teorii etc. Aceste fapte au adus
matematicile Intr-o stare de crizd, ceea ce a fost recunoscut deschis de catre specialisti.

Pentru a preciza lucrurile, vom spune cé, de fapt, nu este vorba de o crizd a matematicilor, ci
despre o crizd a metamatematicii. Problemele paradoxale nu se nasc din dezvoltarea corpului de
adevaruri matematice, ci numai din faptul ca vorbim despre aceste adevaruri.

Unii autori cred ca pot gasi si alte «crize» in istoria matematicilor. De exemplu, A. Fraenkel si
J. Bar-Hillel insista asupra ideii ca secolul al XX-lea nu este prima perioada in care matematicile au
suferit o «crizd a fundamentelor». Pentru ei, trei mari crize au zguduit matematicile in cursul
istoriei.

1. In secolul al V-lea a. Chr., in timpul in care geometria se dezvolti ca o stiinta deductiva in
mod riguros, au aparut doua descoperiri paradoxale: (a) prima constatd ca doud entitati geometrice
de aceeasi natura nu sunt comensurabile (de exemplu, diagonala patratului nu poate fi masurata cu
o parte alicota a laturii lui); (b) cealaltd descoperire este aceea a scolii eleate, discipolii acestei scoli
— si In special Zenon —, au construit o serie de paradoxe pentru a demonstra teza
si matematicienii greci au obtinut ca rezultate doud descoperiri exceptionale: Teoria proportiilor,
asa cum apare in cartile 5 si 10 ale Elementelor lui Eykleides; Metoda exhaustiva, inventata de
Archimedes, care nu este astfel decat precursoarea riguroasa a teoriilor moderne de integrare.
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2. Inventia calculului infinitezimal In secolele al XVII-lea si al XVIlI-lea a condus la o noud
criza, care s-a definit intr-un mod precis la inceputul secolului al XIX-lea. Matematicienii au
acceptat calculul diferential si cel integral aga cum fusesera edificate de autorii lui directi, Leibniz
si Newton, fard prea multe precautii logice, bazndu-se mai ales pe intuitie. Utilizarea marimilor
variabile infinitesimale necesita o teorie riguroasa a limitelor, care nu exista. Aceasta teorie a fost
elaborata de Cauchy, dupa care Weierstrass, a aratat cd se poate «aritmetiza» analiza, iar apoi H.
Poincaré a crezut ca, in sfarsit, s-a ajuns in matematici la «o rigoare absoluta.

3. A treia crizd a matematicilor s-a datorit teoriei multimilor, care a condus la contradictii si a
pus in discutie 1nsdsi notiunea de multime si, in consecinta, pe aceea de numar (care e definita cu
ajutorul notiunii de multime).

Tentativele de a depdsi aceasta ultimd criza sunt multiple. Vom atrage atentia numai asupra
faptului ca cele trei crize mentionate sunt de naturd diferita: in timp ce primele doud au in centrul
lor descoperiri matematice surprinzitoare, care au frapat spiritul contemporanilor prin caracterul lor
insolit, ultima criza are un caracter particular, deoarece ea consta dintr-o incercare de a reconstrui
matematicile Intr-un limbaj nou, care sa le asigure fundamentele. Cu alte cuvinte, crizele anterioare
au fost depasite prin consolidarea rezultatelor noi si «bizare» in interiorul matematicilor; noua
crizd s-a ivit dintr-un examen metamatematic al rezultatelor extraordinare obtinute in epoca
noastrd, prin incercarea de a se consolida matematicile din afard, printr-o reconstructie artificiald a
limbajului lor (care nu este acela 1n care rezultatele au fost obtinute). Se vede astfel ca ultima criza
a fost provocata de consideratii metamatematice si de aceea aceste stiinte nu trebuie sd se teama de
aceste speculatii mai mult sau mai putin filosofice si prea specific lingvistice.

Dupa ceea ce a parut un veritabil dezastru al matematicilor, determinate de aparitia acestei
crize, ganditori de prima importantd au inceput sa considere mai indeaproape ceea ce s-a intdmplat.
Astfel s-au ridicat unele voci care au pretins cd matematicile nu au nevoie deloc de un
«fundament». La acest punct de vedere s-a raliat o voce deosebit de autorizata, aceea a lui Hilary
Putnam (Mathematics without Foundations, «The Journal of Philosophy», LXIV, 1967).

El nu crede: 1) ca matematicile nu sunt clare; 2) ca sunt intr-o crizd; 3) cd au nevoie de
«fundamente».

Problemele ale filosofiei matematicilor sunt, pentru Putnam, probleme interne ale ideilor
diversilor constructori de sisteme. «Aceste sisteme — scrie el — sunt interesante, fara indoiala, ca
exercitii intelectuale; dezbaterile provocate de aceste sisteme vor continua desigur, dar diferitele
sisteme de filosofie matematicd, fara exceptie, nu trebuie sa fie luate 1n seriosy.

Filosofia matematicd, in Incercarea ei de a reconstrui stiintele matematice in alti termeni decat
in aceia n care au fost create, adica intr-un limbaj artificial, s-a Indepartat de obiectul matematic si
de procesul real matematic, creand probleme care nici nu se pun pe terenul propriu al acestor
stiinte. O observatie de natura aceasta a fost facutd de eminentul ganditor Stephan Kdrner (On the
Relevance of Post-Godelian Mathematics to Philosophy, in «Problems in the Philosophy of
Mathematics», Amsterdam, 1967), fiindca el scrie: «Filosofia matematicilor, in masura in care
analizeaza structura gandirii matematice, poate sa intre in conflict cu matematicile, dar i sa piarda
contactul cu subiectul ei sau sd rimana 1n urma in raport cu dezvoltarea lor actualay.

Lasand de-o parte toate aceste probleme create de filosofia metamatematica, nu este mai putin
adevarat ca existd realmente lucruri esentiale In matematici care au nevoie de o explicatie mai
aprofundata (alta decét incercarea de explicatie metamatematicd) privind in principal doua
probleme: obiectul matematic si natura lui; mecanismul ratiocinativ real, prin care se progreseaza
efectiv 1n aceste stiinte.

Problemele generale ale matematicilor, considerate in intregul lor, sunt reduse de A.
Mostowski (The Present Sfate of Investigation on the Foundations of Mathematics, Polska
Akademia Nauk — Instytut Matematyczny, 1955), la urmatoarele doua:
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A. Care este natura notiunilor considerate in matematici? Pana la ce punct ele sunt formate
de om si pana la ce punct ele sunt impuse din afard si de unde dobandim cunoasterea
proprietatilor lor?

B. Care este natura demonstratiei matematice si care sunt criteriile care ne permit sd facem
distinctia intre demonstratiile corecte si cele false?

Mostowski adauga: «Aceste probleme sunt de naturd filosoficd si nu putem spera sd le
rezolvam in limitele exclusive ale matematicilor si aplicand numai metode matematice».

Este evident ca aceste probleme au dat nastere altor probleme particulare, cum sunt, de
exemplu: problemele ridicate de metoda axiomaticd, de rolul ei in matematici si de limitele in care
se poate aplica; curentul constructivist in matematici; axiomatizarea logicii; problema deciziei etc.

Fara sa intrdm in analiza diverselor conceptii care au fost formulate n aceste doud probleme,
vom spune numai cd examenul acestor multiple conceptii impune o concluzie surprinzatoare: nu
stim care este natura obiectului matematic si nu stim cu exactitate cum procedam 1n aceste stiinte
cand obtinem rezultate extraordinare si ineluctabile. S-ar parea astfel cad Bertrand Russell avea
perfecta dreptate cand afirma ca «matematicile sunt stiintele in care nu se stie niciodata despre ce
vorbim si nici daca ceea ce afirmam este adevaraty.

In ceea ce urmeaza ne-am propus sa urmarim procesul matematic natural, asa cum se dezvolta
el efectiv in teoriile matematice, si nu dupa ce l-am tradus in scheme formale, care se indeparteaza,
prin forta lucrurilor, de procesul natural. Analiza noastrd nu va fi un examen spectral al teoriilor
matematice, c¢i un examen direct al obiectului matematic si al procesului deductiv, asa cum apar m
aceste stiinte.

2. Obiectul matematic

Ca si n alte probleme stiintifice, ceea ce a constituit dificultatea unor probleme matematice a
fost faptul de a le atasa tacit si involuntar un punct de vedere filosofic care a introdus, implicit, fara
a o sti, idei strdine §i chiar inutile. Conceptii mai vechi sau mai noi, dezbatute de-a lungul timpului,
au lasat urme adanci In matematici sau in logicd, impunand matematicienilor, fard ca ei sa fie
constienti de aceasta, unele imagini sau o anumita terminologie deficitard. «Sunt convins — scrie
Einstein in acest sens — ca filosofii au avut o influentd nociva asupra progresului stiintific,
transferand unele concepte fundamentale din domeniul empiric, unde sunt sub controlul nostru, la
inaltimile inaccesibile ale lui a priori. Fiindca, desi se pare cad universul ideilor nu poate fi dedus
din experientd prin mijloace logice, ci este, intr-un sens, o creatie a intelectului uman fara de care
nu e posibilad stiinta, totusi acest univers al ideilor este tot atat de putin independent de experientele
noastre pe cat sunt vesmintele noastre de forma corpului uman» (The Meaning of Relativity, Ed.
Methuen, Londra, 1922).

Aceastd observatie raméne adeviratd §i in matematici. Sa consideram, de exemplu, un obiect
matematic geometric si anume un triunghi. Este acesta un obiect dat, o «entitate» determinata si, in
caz afirmativ, ce Inseamna existenta lui? A pune problema in modul acesta, inseamnd a pune
problema in mod eronat. Intr-adevar, problema este, de fapt, aceea pusa de Porphyrios in Isagogé si
stim cd ea a dat nastere la ampla dezbatere din Evul Mediu asupra naturii conceptelor generale:
«Prima est quaestio utrum genera ipsa et species vera sint, an in solis intellectibus inaniaque
fingantur». Aceastd problema pusid cu privire la triunghi ia forma: triunghiul existd in sine sau
numai in intelectul nostru, are el o existenta separatd sau existd numai in lucrurile sensibile?

Dar un lucru este sigur: fie ca ddm un raspuns sau altul — sau chiar dacd nu putem da nici un
raspuns — stiintele matematice isi continud progresul lor triumfal si obtin rezultate remarcabile.
Ceea ce dovedeste, Intr-un chip indiscutabil, cd solutia problemei puse de Porphyrios nu
influenteaza cu nimic dezvoltarea matematicilor, ba mai mult, ca aceste stiinte sunt independente
de o solutie posibild a acestei probleme.
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Sa examinam mai de-aproape triunghiul. Sa il definim ca un poligon cu trei laturi. Este clar ca
nu am definit nici un obiect. Sa legdm ideile noastre de experientd, cum o indica Einstein, de data
aceasta de experienta cu obiecte matematice. Entitatea numitd «triunghi» nu exista ca atare. Orice
triunghi are trei laturi, bine determinate ca marimi. Triunghiul, ca gen scolastic, are trei laturi
variabile, care pot lua, fiecare, 0 marime determinata, dar in definitia generala a triunghiului ele nu
au nici o determinare a marimii lor. Nu Tmi pot imagina triunghiul definit prin definitia datd mai sus
(poligon cu trei laturi), nu am o imagine, o figura determinata oferitd de aceasta definitie. Atunci ce
avem prin aceastd definitie, ce reprezintd conceptul de triunghi in mod efectiv in procesul
matematic?

Sa consideram problema degajata de orice punct de vedere filosofic (care, dupa cum am spus,
nu intra in nici un fel in procesul matematic). Definitia citatd introduce trei variabile: laturile
triunghiului. Fie aceste variabile X, y, z. Definitia noastra se enuntd in modul urmator: «Un triunghi
este un poligon cu trei laturi variabile x, y, z». Pe de alta parte, un poligon este definit ca o figura
plana cu n laturi variabile. Sa notam deci entitatea matematica pe care o urmarim — triunghiul —, cu
T; sa notdm poligonul cu n laturi Pn; pentru T singura determinare este numéarul variabilelor, n = 3.
Putem spune deci: T este Pn unde n = 3, adica cu trei laturi variabile x, y, z. Dar P; poartd numele
de triunghi: P; = T. Aceasta aratd cd T este o functie care depinde de X, y, z. Sa scriem acest
rezultat astfel:

T=P;(x,y, 2). 9]

Pentru fiecare grupa de trei valori luate pentru variabilele x, y, z, avem in mod real un triunghi
determinat. De exemplu, pentru valorile determinate x = ay, y = by, z = ¢y,

T = P5(ay, by, o).

Prin urmare, entitatea T este o variabila, anume o variabila dependenta, adica o functie.
Functia data este Ps.

Sa vedem acum diversele determinari pe care le poate lua aceasta functie. Sa presupunem ca lui
x i se da o valoare determinata, x = a,. Functia (1) devine:

T'= Ps(ag, y, z).

Aceasta este tot o functie, pentru ca depinde de doud variabile. Sa o traducem: T reprezinta
toate triunghiurile care au o aceeasi laturd data si celelalte doua (y si z) sunt variabile. Deci T este,
si In acest caz, o variabila-functie i nu existd o imagine geometrica reprezentativa a acestei entitati
matematice, focmai fiindca ea este o variabila. Ce am facut in fond? Am detasat din multimea
tuturor triunghiurilor posibile, reprezentatd de valorile functiei (1), submultimea tuturor
triughiurilor reprezentata de T = P3(ay, y, z) de aceeasi latura. In acelasi mod, ne putem da marimea
celei de a doua laturi, y = by:

T= P3(ao, bo, Z).

Si in acest caz nu avem un tnunghi, ci o functie ale cérei valori formeaza multimea tuturor
triunghiurilor posibile care au doud laturi date, a, si by. in sfirsit, daca dam toate laturile, obtinem,
intr-adevar un triunghi. Este cazul sd observam ca avand chiar triunghiul ale cérui laturi sunt
perfect determinate,

T = P5(ay, by, o),

nu este un individ perfect determinat, ci numai multimea tuturor triunghiurilor de laturi egale. Daca
vrem sd determindm unul dintre acesti indivizi, va trebui sd introducem un mod relativ de
determinare, de exemplu, un sistem de axe de coordonate cartesiene. Laturile triunghiului vor
deveni functii de coordonatele varfurilor, cate doua de fiecare varf si, cdnd se vor da aceste
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variabile, acest triunghi va fi reprezentat in plan 1n mod complet determinat.

In general, putem lua laturile x, y, z, ca functii de alte variabile si si obtinem clase (multimi de
triunghiuri) dupa functiile alese pentru coordonate.

Pe scurt, entitatea numitd in geometrie «triunghi» este o variabild-functie si, din punct de
vedere logico-matematic, valorile ei posibile (determinate chiar de definitia ei generala sau
particularizatd) reprezintd o multime (clasd) de indivizi determinati sau nedeterminati (variabili),
dupa cum s-au dat toate determinarile sau numai unele.

Dar cum o multime (sau clasa) nu poate fi de aceeasi naturda cu elementele care i apartin ca
membri, rezultda ca nici genul triunghi, nici speciile lui (obtinute prin determindri partiale), pe care
le putem defini la infinit intr-un mod liber, nu sunt triunghiuri.

Clasa triunghiurilor echilaterale nu este ea insasi un triunghi.

Prin urmare, definitiile:

T=P;(x, y, 2).
sau
T = Ps(ag, y, 2).
sau
T = P;(ag, by, 2).
sau

T= P3(x2 +y2, ¥, z) etc.,
nu reprezinta triunghiuri.

Definitia generala a «triunghiului» nu reprezintd deci decat o variabila, anume o functie de mai
multe variabile. Cat timp in aceastd definitie rimane un element variabil, definitia nu reprezinta o
entitate geometrica, ci o variabild, ale carei valori posibile, indicate de definitie, formeazd o
multime (clas@) de multimi; si se poate spune acelasi lucru despre orice «obiect» matematic.

In general, un «obiect» matematic K va fi definit de o functie de mai multe variabile:
K=vy(x,y,z, ..).

K nu reprezintd un obiect, ci o variabild dependentd, o functie, ale carei valori posibile
constituie o multime sau clasd. Pentru toate valorile constante ale variabilelor, se obtine un individ
determinat (ca marime, dar nu ca localizare):

Ko =wo(x0, Y0, 20, -..)-

Daca o singura variabild nu este determinata, atunci rezultatul substitutiilor nu este un «obiect»,
ci o functie particularizata.

Putem trage concluzia: Un concept matematic este o variabila, functie de alte variabile, care
pot fi independente sau ele insele functii de alte variabile. In el insusi, conceptul nu reprezinti
schema generald a obiectelor sau «arhetipul» obiectelor care intra in joc (care ar exista in cerul lui
Platon) sau care ar fi esenta comund a tuturor indivizilor, sau care ar exista numai in intelectul
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nostru, si pe care intelectul l-ar forma prin extragerea caracterelor comune. Definitia unui concept
matematic nu este altceva decdt constructia unei functii. De aceea Ludwig Wittgenstein, In
Tractatus logico-philosophicus (prop. 6.922), examinand notiunea de numar, a conchis ca
«numirul este o variabild» (Der Zahlbegriff ist die variable Zahl). Intr-adevar, oricare ar fi definitia
numarului, ea trebuie sa fie generald, adicd a oricdrui numdr natural posibil, deci ea trebuie sa
reprezinte o variabild, care devine, de fiecare data cand se dau determinarile fixate de definitie, un
numar dat. Dar o asemenea definitie nu a fost inca gasita, tocmai fiindca, dupad cum am vazut, ea a
fost cautatd pe cai mai mult filosofice. Nu vrem sd spunem ca cercetarile filosofice asupra
matematicilor nu sunt legitime, ci dimpotrivd. Dar amestecand explicatiile filosofice in procesul
matematic nu s-a ajuns sa se explice nimic.

In matematici s-a impus, de la inceput, notiunea de variabila si de functie si aceasta idee a facut
posibil imensul progres al acestor stiinte; notiunile de variabila si de functie au fost introduse prin
chiar natura caracterului general al definitiilor, cu toate cd matematicienii nu au avut o idee clara si
explicita de la inceputul matematicilor. Dar chiar in realitatea familiara, conceptul este privit ca o
functie, din punct de vedere logic, ca o functie propozitionald care il defineste. «O functie
propozitionald — scrie Bertrand Russel, (/ntroduction to Mathematical Philosophy, Paris, 1926) —
este o expresie care contine unul sau mai multi constituenti nedeterminati, asa ca, daca valorile lor
sunt date, expresia devine o propozitie [...]. Este un vas destinat sa primeasca o semnificatie, dar nu
ceva care are deja o semnificatie». Definitiile generale sunt astfel de functii propozitionale si de
aceea ele nu reprezinta ceva semnificativ, nici un obiect, nici arhetipul unei categorii de obiecte.

Rezulta din cele spuse ca nu pot fi definite decat genurile si speciile prin functii propozitionale,
daca apeldam la notiuni ale logicii traditionale. $i aici suntem total de acord cu Goblot cand scrie:
«on ne définit que des especes» (Traité de logique, Ed. A. Colin, ed. a VI-a, Paris, 1937.

Enuntul prin care un individ este determinat este o propozitie (si nu o functie propozitionala),
care rezultd dintr-o functie prin inlocuirea tuturor variabilelor prin constante.

3. Importanta definitiilor in matematici

Am vazut ca obiectul matematic este o functie care este introdusa prin definitie.

Importanta definitiilor nu a scdpat matematicienilor si logicienilor. Fard a intra in metafizica lui
Aristoteles, ci examinind doar rolul pur logic al definitiilor in demonstratii, putem spune ca
definitia este pentru marele Stagyrit nervul motor al stiintei apodictice. Intr-adevar, el scrie textual
(Analiticele secunde, 1, 8, 75 b): «O definitie este sau un principiu sau o demonstratie care difera
numai prin ordinea termenilor». O demonstratie incepe printr-o definitie si se sfarseste printr-o
definitie, dar nu este numai atét; diferenta dintre definitie si demonstratie este de altfel pusa in
evidentd de Insusi Aristoteles. lata ce scrie el (II, 3, 90 b): «Motivul pentru care existd o diferenta
intre demonstratie si definitie este cd a avea o cunoastere a demonstratiei este identic cu faptul de a
poseda o demonstratie; de aceea urmeaza ca, dacd demonstratia unei concluzii este posibild, este
evident ca nu poate exista o definitie pentru ea. Daca ar fi altfel, am putea avea o concluzie de
natura aceasta 1n virtutea definitiei ei, fara demonstratie; deoarece nimic nu ne impiedica de a avea
una fara cealaltd. Este evident atunci cd nu se poate defini tot ceea ce poate fi demonstraty. Dar
Aristoteles ne spune cd, invers, nici tot ceea ce poate fi definit nu poate fi si demonstrat.
Argumentarea lui este urmatoarea: «Principiile demonstratiei sunt definitiile si s-a dovedit anterior
cd acestea [principiile] sunt nedemonstrabile; astfel sau principiile sunt demonstrabile si vor
depinde atunci de principii anterioare si regresul va merge la infinit; sau primele principii vor fi
definitii indemonstrabile» (I, 3, 98 b).

In rezumat, stiinta apodictica se bazeaza in intregime, la Aristoteles, pe aceste doud idei:

1. Definitiile sunt principiile demonstratiei i sunt nedemonstrabile prin natura lor.

2. Demonstratia si definitia nu sunt identice.
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Aceasta diferentd dintre demonstratie si definitie este explicata de Stagyrit in modul urmator:
definitia ne arata ce este un lucru, dar nu 1l explica; explicatia apartine demonstratiei.

Daca vom considera acum mecanismul demonstrativ la Aristoteles, vom vedea ca problema cea
mai importantd pentru constructia unui silogism este termenul mediu. Acesta era privit de el ca
fiind cauza determinantd a concluziei si intreaga stiintd apodicticd se bazeaza pe determinarea
termenului mediu, determinare care este o definitie. Definitia este astfel expresia conceptului
creator — a esentei —, si prin ea stiinta apodictica isi atinge scopul (Metaphysica, V, 1017 b, 22).

Stiinta definitiei este mult mai mult decat partea formala a silogismului; silogismul — este
adevirat — este agentul definitiei, caci cu ajutorul lui si prin el se pot forma definitii; dar functia
silogismului — si prin urmare a stiintei demonstrative —, este, din punct de vedere ontologic,
definitia. Silogismul serveste definitia si, pe de alta parte, definitia este, in ultima analiza, punctul
de plecare al silogismului.

Fara a putea face aici o istorie a problemei raportului dintre definitie i demonstratie, vom mai
mentiona conceptia lui Leibniz. Pentru autorul calculului infinitezimal, sarcina stiintei consta din:
1) analiza conceptelor; 2) analiza adevarurilor. Conceptele sunt compuse din elemente simple, si
reducerea conceptului la elementele lui simple ne permite sd ii construim o definitie perfecta.
Aceasta teza este dezvoltata de Leibniz in De arte combinatoria. Pentru el, dificultatea consta in
gasirea elementelor simple din care se compune un concept. Pentru a raspunde la o observatie
facuta de Pascal (De [’esprit géometrique) —anume ca «nu se poate demonstra nimic daca trebuie sa
urcam din principiu in principiu fara a gasi niciodata primul principiu» —, Leibniz arata ca in orice
propozitie adevarati predicatul trebuie sa fie continut in subiect. In felul acesta, pentru a ne asigura
de adevarul unei propozitii, nu este necesar si descompunem complet subiectul si predicatul,
descompunere pe care Pascal nega ca ar fi total posibild; e de-ajuns sd se constate cd subiectul
contine ca factor predicatul, ceea ce se poate face de la inceput (Leibniz facuse o «aritmetizare» a
conceptelor). Prin urmare, chiar dacd analiza conceptelor nu poate fi urmadritd intr-o maniera
completd, demonstratia nu ramane mai putin posibila si fructuoasa.

Astfel, analiza se aplicd notiunilor si propozitiilor. Analiza conceptelor este definitia, analiza
propozitiilor — sau a adevarurilor exprimate de ele — este demonstratia lor. De aceea Leibniz
inlocuieste toate regulile lui Descartes prin una singurd: «Sa nu se admitd nici un cuvant fara
definitie si nici o propozitie fard demonstratie». Dar demonstratia se reduce, in fond, la
descoperirea incluziunii predicatului in subiect, deci la analiza termenilor, care se face printr-o
definitie. Astfel, demonstratia se reduce, pana la urma, la analiza conceptelor, deci la definitie. De
unde teza lui Leibniz: «Demonstratia este un lant de definitii»y — demonstratio est catena
definitionum.

Aceasta tezd este aceeasi cu teza lui Thomas Hobbes (daca se face abstractie de ideile filosofice
adiacente, care nu schimba cu nimic partea pur logico-formala a teoriilor lui Leibniz si Hobbes).
Pentru autorul lucrarii Leviathan, stiinta demonstrativa pleaca de la cateva propozitii prime sau
principii, dar aceste principii nu sunt altceva decat definitii, sau cum o spune el insusi: Sunt primae
autem nihil aliud praeter definitiones, vel definitiones partes, et hae solae principia
demonstrationis sunt (Thomas Hobbes, Computatio sive logica, 111, 9). Aceastd idee va gasi
continuatori, mai mult sau mai putin fideli, dar care riman atasati ideii aristotelice conform careia
nervul motor al oricarei demonstratii — deci al Intregii stiinte deductive —, este definitia. Astfel, H.
Poincaré¢ va spune ca «axiomele sunt definitii deghizate».

Credem 1nsd ca am ardtat suficient importanta acordata de cétre unii ganditori foarte
mari rolului definitiei in stiintele deductive, pentru a mai fi necesar sa mai insistam.

4. Pluralitatea definitiilor

Se poate defini unul si acelasi obiect prin mai multe definitii diferite. Aceastd observatie a fost
facutd de unii logicieni fara insa a 1i da vreo semnificatie, cu toate cé ea este fundamentald pentru
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explicatia mecanismului logico-matematic. In adevar, Russell scrie: «Existd totdeauna numeroase
caracteristici care permit sa se defineasca o clasd. Oamenii pot sd fie definiti ca bipezi fard pene,
sau ca animale dotate cu ratiune, sau, mai corect, prin trasaturile prin care Swift l-a descris pe
Yahaos» (Introduction to Mathematical Philosophy).

Logicianul Edmond Goblot a subliniat aceasta posibilitate intr-un mod foarte clar in al sau
Traité de logique: «Existd multe definitii reale ale unuia si aceluiasi concept, toate la fel de
caracteristice, toate construite cu ajutorul unui gen si al unei diferente. Exista atatea definitii cate
proprietdti reciproce are conceptul. Cercul poate fi definit ca: sectiunea unui cilindru sau a unui con
printr-un plan perpendicular pe axa, o elipsa a carei excentricitate este nuld, sau locul geometric al
punctelor de unde se vede o dreaptd data sub un unghi dat; in general, orice loc geometric care este
un cerc este o definitie a cercului» (E. Goblot, Traité de logique). Dar Goblot nu a dat nici o
importanta faptului. El afirma ca toate aceste definitii ale unuia si aceluiasi concept sunt logic
dependente unele de altele; de exemplu, fiecare definitie a cercului are un raport logic mai mult sau
mai putin direct cu toate celelalte proprietati ale cercului si acestea pot fi deduse, unele ca fiind
consecinte, prin demonstratie, altele ca fiind conditii, prin analiza.

Lasand deoparte alte afirmatii ale lui Goblot 1n legiturd cu aceasta problema, putem considera
total surprinzator faptul ca un logician de talia lui nu a observat ca, daca un acelasi obiect poate fi
definit in mai multe feluri, dintre care unele definitii sunt teoreme, nu toate propozitiile matematice
intra in grupul propozitiilor definite. Intr-adevir, cand Goblot afirma ca una din definitiile cercului
este, de exemplu, «locul geometric al punctelor de unde se vede o dreapta datd sub un unghi daty,
el nu vede ca aceastd propozitie este o teoremd, adicd o propozitie stabilitd prin demonstratie.
Constatarea noastra aratd doud lucruri: ca teoremele sunt definitii §i ca ele nu sunt de naturd
diferitd de natura propozitiilor inifiale, concluzie acceptatd de Leibniz intr-un mod general. Intr-
adevar, 1n fruntea teoriilor el a pus definitiile, la care se reduc, in ultima analiza, toate propozitiile
primitive. Arta de a demonstra, adicd arta de a obtine propozitii adeviarate, constd din doua
procedee: arta de a defini, care este analiza, i arta de a combina definitiile, care este sinteza. De
unde teza lui Leibniz, deja citati, ca demonstratia nu este decdt un lant de definitii (Ego semper
putavi, demonstrationem nihil aliud esse quam catenam definitionum, vel, pro definitionibus,
propositionum jam ante ex definitionibus demonstratarum aut certe asumptarum. Analysis autem
nihil aliud est quam resolutio definiti in definitionem aut propositionis in suam demonstrationem).

5. Mecanismul logico-matematic

Teza lui Leibniz poate fi acum complet demonstrati. In adevir, putem s ne dim seama, prin
consideratiile precedente, pentru ce este posibil, intr-un mod teoretic, s avem mai multe definitii
pentru acelasi obiect. Am vazut ca definitia este constructia unei functii propozitionale de una sau
mai multe variabile independente. Sa reludm exemplul dat, triunghiul: el are trei laturi. Daca cele
trei laturi sunt date, el poate fi construit. Definitia generala a variabilei «triunghi» (functia
respectiva) cu laturile x, y, z este:

T=P;(x, y, 2).

Daca introducem, prin definitie, notiunea de unghi, atunci variabila T poate fi definitd cu
unghiul variabil 4 si doua laturi variabile y si z:

T= P3(1‘f, Y, 2).
Sau incd, putem defini variabild T cu doud unghiuri variabile 4 si B si o latura adiacent:
T= Py, B, 2).
Avem posibilitatea sd fixam un individ dat 7, prin unele elemente ale sale in moduri
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numeroase. Daca luam aceste elemente ca variabile, ele vor fi elemente constituente ale functiilor
definitorii diverse ale variabilei 7. Dar toate aceste functii-definitii sunt echivalente, definind
aceeasi variabila 7. De exemplu, pentru definitiile «triunghiului», mentionate mai sus, avem:

T="Pix,y,2)= T=P3(/f,y,z)= T=P3(/f, é,z)=

In general, fie un asa-zis concept matematic K; acesta nu este decét o variabild, dupa cum am
aratat. Se pot gasi pentru K elemente definitorii variabile intr-un mod aproape nelimitat. Toate
aceste definitii vor fi echivalente, pentru ca reprezintd acelasi «concept» matematic. Prin urmare,
putem avea pentru K o serie de definitii:

K= \Vl(xa ) Z)
K=vys(a, B, 7)

K= \V3(“’ v, &)

Se obtin astfel diverse functii propozitionale echivalente, fiindca reprezintd aceeasi entitate
matematica:

\Vl(x, ) Z) = WZ(UW l?): Y) = \lf3(“’ v, {;) =

Fiind datd o definitie generala a unui «concept» matematic, K = y(x, y, z), dacd se acorda
uneia sau mai multor variabile o valoare constantd sau o oarecare determinare, obtinem o
particularizare a lui K; aceasta definitie se obtine prin substituirea in definitia generald a valorii
constante (sau a determindrii date variabilei care o particularizeazi):

K =vy(a,y,2)

K =y(x*+y%, »,2)

K" =ylfn). 7,2 )

Aceste functii propozitionale reprezintd echivalente partiale in raport cu definitia generala K =
yi(x, y, z), fiindca fiecare din functiile K> K, K’*’ ... nu este egala cu K, luata in totalitatea ei, si
desigur la acest lucru se gandea Leibniz cand vorbea de echivalente totale si echivalente partiale. in
primul caz, al echivalentelor totale, definitiile unei aceleiasi variabile matematice K sunt
substituibile, fara nici o restrictie, una alteia; in al doilea caz, al echivalentelor partiale, substitutia
este valabila de asemenea, dar este restransd la particularitatea impusa prin definitia care contine
aceasta particularitate.

Constatam astfel cd avem doud libertiti de a defini: 1) libertatea de a alege elementele
definitorii variabile; 2) libertatea de a impune acestor elemente definitorii anumite conditii
arbitrare, ca, de exemplu, faptul ca o variabila si fie in relatie cu celelalte X = y2 + 7% etc.

In acest din urma caz, definitia ne ofera o specie a «conceptului» K si trebuie sa tinem seama ca
o astfel de definitie este o particularizare a definitiei generale. Echivalenta subsista chiar si in acest
caz, dar numai In sfera acestei particularizari.

Se vede cad mai ales aceastd a doua libertate definitorie contine posibilitatea nelimitatd de a
imagina continuu alte conditii §i prin urmare alte particularizari. In adevar, in expresia care

defineste
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K=vy(,y,z...)

putem sa alegem in mod liber variabile independente (x, y, z, ...) si sd le impunem, Intr-un mod
liber, obligatia de a fi functii mai mult sau mai putin complicate ale variabilelor deja date sau ale
altor variabile:

x=fla, B, ...)
y=g®,59,..)
z=h(u,v, ...)

K devine astfel:

K=vy[f(a, B, ...), y=g(v, 5, ...), z=h(u, v, ...), ...]

In aceasta libertate se giseste intreaga bogitie a inventiei matematice. Si aceasti libertate a fost
sesizatd de cei mai mari matematicieni. Cantor a spus ca «esenta matematicilor este libertatea lor».
Si Kant mentiona, in notele sale, aceasta libertate pe care o are matematicianul in a defini: «Der
Mathematiker in seiner Definition sagt: sic volo, sic jubeo» (Kants gesammelte Schriften, Band
XVI, Kants handschriftlicher Nachlass, Herausgegeben von der Koniglichen preussischen
Akademie der Wissenschaften, Berlin, Georg Reiner, 1912).

6. Concluzii

Sa rezumam acum rezultatele obtinute mai sus, pe care nu am putut, bineinteles, decat sa le
schitdm, n spatiul restrans al acestui articol.

1. O definitie este o functie de una sau mai multe variabile si aga-numitul «obiect» matematic
este o functie introdusa liber prin definitie.

2. Aceasta definitie este construitd liber, prin alegerea liberd a unui caracter sau a unor
combinatii de caractere, atasate «obiectului» introdus ca «gen», caracter (sau combinatii de
caractere) capabil de a individualiza toate elementele (sau grupe de elemente) prin determinarea
completa a caracterului sau caracterelor alese.

3. Aceasta libertate nelimitatd pe care o avem de a defini o entitate matematica se traduce prin
pluralitatea definitiilor unei aceleiasi entitati. Acelasi «obiect» matematic poate fi definit prin
definitii diferite si seria acestor definitii poate fi privitd ca nelimitata.

4. Demonstratia nu face decat si stabileascd echivalenta acestor diverse definitii ale unui
aceluiasi «obiect» matematic (variabil), sau a elementelor aceluiasi «obiect», sau Inca unele relatii
intre elementele aceluiasi obiect. Aceastd echivalenta este posibild tocmai pentru ca definitiile
aceluiasi «obiect» (sau «obiecte») sunt echivalente.

5. Toate teoremele sunt definitii. Dacd am putea inventa de la inceput toate caracterele (sau
grupele de caractere) definitorii, teoremele ar putea fi enuntate ca definitii, fard a mai avea nevoie
de demonstratie. Dar fiindca validarea unui caracter sau a caracterelor definitorii, ca atare, nu poate
fi efectuata printr-un examen direct (dificultatea consta mai ales in faptul ca nu ne putem da seama,
de la inceput, daca un caracter ales poate fi individualizat sau nu pentru fiecare individ al genului
caracterizat), atunci aceastd validare se face pe cale de rationament.

*

Credem ca am putut da un raspuns, in cele expuse, la cele doua probleme pe care Mostowski le
considera ca problemele fundamentale ale matematicilor. Raspunsul nostru aratd ca problema
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logicd — si prin aceasta matematicd —, a obiectului matematic, nu este o problema filosofica.
Bineinteles, nu contestam legitimitatea de a pune astfel de probleme filosofice. Dar a pune
problemele obiectului si rationamentului matematic, din punct de vedere filosofic, iInseamna a crea
o problemd in plus si teorii ca raspunsuri la aceastd problema, care nu sunt decit «epiteorii»,
epifenomen intelectual departat, mai mult sau mai putin, de fenomenul intelectual matematic direct
si propriu-zis. lar acesta, dupd cum ni se pare, a fost explicat suficient prin analiza noastra pur
logica. Actul matematic are doua aspecte: aspectul creator, prin care se introduce un nou «obiecty,
definitia unei functii; aspectul demonstrativ, prin care se stabileste echivalenta unor astfel de functii
in corpul unei teorii. Astfel se gasesc impreuna cele douad arte: ars inveniendi si ars demonstrandi,
ca douad fete ale aceluiasi proces, care este procesul logico-matematic.

Ne-am straduit sd ramanem pe terenul exclusiv al logicii. Dar natura obiectului ca si a
rationamentului matematic, asa cum au fost explicate mai sus, ar putea sd arunce o lumind noua
asupra motivelor care i-au determinat pe Platonos si pe Aristoteles sd considere obiectele
matematice ca avand o situatie speciala. Intr-adevir, pentru Platonos, obiectul matematic si mai
ales figurile geometrice formeazd un domeniu intermediar intre idei si lucrurile sensibile. (A se
vedea, de exemplu, Politeia, VII, 529.) La fel, Aristoteles contestd entitatilor matematice
«autonomia» lor; ele ar fi datorate numai abstractiei, farda a poseda o existentd autonoma (De
anima, 1, 1 si 111, 7; Metaphysica, K, 4,1 061 b si E, 1, 1 026 a etc.). Lumea larvara a variabilelor,
creatd in mod «liber» de matematician, nu putea fi identificata nici cu lumea ideilor transcendente a
lui Platonos, nici cu lumea esentelor imanente a lui Aristoteles.
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