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Rezumat: In aceastd lucrare se prezintd eroarea comisa in momentul definirii paradoxelor si anume crearea unor enunturi
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1. Introducere

In articolul anterior, am observat ci paradoxele apar in momentul in care afirmam anumite
propozitii prin care vrem sa definim un predicat oarecare P printr-un alt predicat y. Utilizand numai
aparatul logico-matematic din Principia mathematica al lui Russell si Whitehead, am obtinut o
implicatie, notatd T, prin care, fie la nivel de predicate, fie la nivel de clase, excludem dintre
valorile lui P tocmai pe vy, pentru a nu degenera intr-o definitie idem per idem (cdnd enuntul este
pozitiv), sau intr-o definitie contradictorie (cind enuntul este negativ). Vom ajunge la acelasi
rezultat, utilizand de data aceasta numai regulile logicii clasice.

2. Conditiile definitiei si solutia tuturor paradoxelor

Am gasit solutia paradoxelor care se bazeaza pe o definitie de forma generala

P(x) =pr ~W(x).

Astfel, paradoxele compatibil — incompatibil (si cazul sau particular, paradoxul lui Russell
predicabil — impredicabil), izonom — heteronom (i cazul sau particular, paradoxul lui Grelling-
Nelson, autologic — heterologic), izomorf — heteromorf (51 cazul sau particular, paradoxul lui
Richard), paradoxul teoriei tipurilor, ca si paradoxul clasei claselor incompatibile (si cazul sau
particular, paradoxul Iui Russell al clasei claselor care nu isi apartin ca element), ca si paradoxul lui
Godel sunt rezolvate.

Rémane acum sa gasim solutia paradoxelor care se bazeaza pe o definitie de forma generald

P(x) =pr w(x)

si ale cdror cazuri particulare sunt paradoxele lui Burali-Forti, Cantor, Zermelo-K&nig si Skolem.
Solutia gasita ar fi suficienta si pentru rezolvarea acestor paradoxe, dar vom pleca de la un alt punct
de vedere, care va arunca o noud lumina asupra solutiei date.

Faptul cel mai neglijat de logica matematica este notiunea de definitie, care a fost introdusa
foarte simplu prin simbolul «=pp pus Intre doud expresii simbolice, cu singura specificare ca cele
doua expresii simbolice reprezentate — una, de termenul definiens (la dreapta) si cealaltd, de
termenul definiendum (la stdnga) — inseamna acelasi lucru. Definitia este o notiune foarte delicata
si extrem de importanta atat pentru matematicd, cat si pentru logica si filosofie.
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Filosofia nu s-a putut constitui decat in momentul in care Sokrates a descoperit notiunea de
definitie. Aristoteles a facut din definitie nervul motor al deductiei silogistice, termenul mediu fiind
o definitie; Leibniz a conceput definitia ca inceputul si sfarsitul oricirei demonstratii, o
demonstratie nefiind decat un lant de definitii etc. Cu toate acestea, notiunea de definitie a fost
acceptatd n logica matematicd intr-o manierd vagd si neprecisd, si Russell a fost nevoit sa
conchida: «Definitia nu este definisabila si nici macar nu este o notiune definitd».

Aceasta lipsa de precizie a notiunii de definitie a provocat o serie de dificultati si, cum foarte
bine a remarcat Dubislav [1], nu existd in teoria lui Frege o caracterizare exactd a constructiei
regulate in simboluri, a unei formule.

Vom considera ca semn al definitiei semnul «=pg»; acest semn nu este definit; el este o relatie
intre expresia care defineste (definiens) si expresia definitd (definiendum), relatie care poate fi
adevarata sau falsa.

Existd o serie intreagd de conditii pe care o definitie trebuie s le indeplineasca si pe care le
gasim enumerate in orice tratat clasic de logicd. O definitie se enuntd prin genus proximum et
differentia specifica; definitia trebuie sa convina definitului in intregime si numai definitului — foti
et soli definito; intr-o definitie este obligatoriu sd se poatd inlocui definitul prin definisant (conditia
pascaliand a definitiei) etc.

Vom aminti aici, in mod special, doud reguli fara de care nici o definitie nu poate fi constituita.

(1) O definitie nu trebuie sa fie construitd idem per idem, ea nu trebuie sa fie tautologica; nu se
poate defini definitul prin definit — definiendum per definiendum.

O forma mai dezvoltatd a falsei definitii idem per idem este circulus in definiendo sau diallela:
se defineste un lucru prin altul, dar fiecare se defineste prin elementele celuilalt. De exemplu:
«reprezentarile sunt complexe de senzatii» §i «senzatiile sunt complexe de reprezentari».

(2) O definitie nu trebuie sa contind o contradictie, in spetd, nici o contradictio in terminis, nici
o contradictio in adjecto.

Sa notdm definiendum prin D si definiens prin d; relatia de definitie se scrie:

D =Df d.

Conditiile precedente sunt necesare, dar nu suficiente pentru ca D si d sd fie in relatie de
definitie. Dar daca una dintre aceste conditii nu este satisfacuta, relatia de definire

D =Df d
este falsa, adica este fals cd expresia d este 1n relatie de definire cu expresia D.

Dupa aceastd introducere, s examinam definitia urmatoare: «daca x are predicatul vy, atunci x
are predicatul @» sau, In simboluri:

o(x) = y(x) (a)

Conform conditiei (1), aceastd definitie poate s nu fie falsd atata timp cat y # ¢ (conditie
necesard), altfel avem o definitie idem per idem, in care definitul este definit prin definit:

0(x) = o(x).

Aceastd ultima propozitie este adevaratd, fiind o identitate, dar, ca definitie, ea este falsa,
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tocmai pentru ci este o identitate. In consecinti, in definitiile de forma (a) suntem obligati sa tinem
seama de conditia (1) a definitiei, de a nu defini definitul prin definit, idem per idem, si sa
conchidem ca predicatele vy si ¢ nu pot fi identice, deci y # @.

In mod analog, in definitia

@(x) =pr ~y(x) (b)

suntem obligati de conditia (2) a definitiei s conchidem ca predicatele y si ¢ nu pot fi identice,
pentru a nu construi o definitie prin contradictie, deci trebuie sa avem y # ¢. Tocmai aceastd
conditie a fost pusa in evidenta de teorema T, pe care am obtinut-o prin demonstratie.

Avem deci rezultatul urmator: definitiile generale de forma (a) si definitiile generale de forma
(b) implica, fiecare dintre ele, conditia y # ¢, dar aceasta relatie v # ¢ nu implica definitia (a) sau
definitia (b); intr-adevir, se poate ca y # ¢ s fie adevirata (cele doud predicate sa nu fie identice),
dar functiile y(x) si @(x) sau ~@(x) sa nu fie in relatie de definitie, deoarece conditia este necesara,
dar nu suficientd. Avem deci formulele urmatoare:

D O(x) =pr Y(X)D Y # ¢
D, O(x) =pr ~y(x) DV # Q.

Aceste formule au fost obtinute cu ideile de identitate si de non-identitate, de implicatie,
definitie si conditiile definitiei, fard a tine seama de teoria tipurilor; ele apartin deci sistemului
Principia mathematica fara teoria tipurilor.

Relatia y # ¢ priveste numai predicatele y si @ (functiile), dar argumentul nu este supus nici
unei conditii.

Am discutat pe larg formula D, cu ocazia stabilirii teoremei To; formula D, este o tautologie,
afirmatie usor de verificat dacd intocmim tabloul respectiv al valorilor de adevar. Dar putem
observa direct ca: 1) dacé definitia @(x) =pry(x) este adevarata, ea indeplineste conditiile definitiei,
deci y # ¢ este adevarata; 2) dacd ¢(x) =pry(x) este o definitie falsa, ea implica totul, deci si v # o,
fie ca aceastd ultima relatie este adevarata sau falsa.

In concluzie, daca afirmidm o definitie de tipul general

= 0(x) =pr W(x)

ea implica, in mod automat, printr-un modus ponens, in virtutea tautologiei D, relatia

-y #o.

Deci echivalenta generala care rezulta de aici

=2 (x) 9(x) =pr W(x)

este Tnsotita de relatia (pe care o implica)

Fv#o
care este introdusa de chiar conditia definitiei.

Revista Roméana de Informatica si Automatica, vol. 24, nr. 3, 2014 http://www.rria.ici.ro 51



Argumentul poate sa varieze in mod arbitrar, dar functiile nu sunt absolut arbitrare.

Formulele D, si D, pot fi scrise, ca si in cazul formulei To, in termeni de clase:

D, |—:xe€ z(pz) =prze z (yz)D 2 (yz) #z (9z2)
D, |-:xe z(pz) =pr~z€ 2 (yz)D 2 (yz) #Z (¢z)

Pentru ¢ constant, ¢ = P, D; in comprehensiune si in extensiune devine:

D, - P(x) =pry(x) oy #P
D, |-:xe z(Pz)=prxe z (yz)D z (yz) #z (P2)

Deoarece formulele D; si D, sunt tautologii si deci sunt valabile oricare ar fi valorile
variabilelor, sa scriem x = y si obtinem astfel:

D, I=:o(y) =pey(W) DY £ @
D, I=:o(y) =pe~y(Y) DY £ o

Daca facem aceeasi substitutiie x = y 1n formulele D; si D, scrise in termeni de clase, obtinem:

[=:we 2(pz) =prve 2 (y2)D 2 (y2) #2 (92)
[-:we 2(9z) =pr~y € 2 (yz) D 2 (yz) #2(92)

Pentru ¢ = P (constant) obtinem:

- P(y) =pry(y) Dy #P
|- P(y) =pr~y(y) Dy # P

Sau, in extensiune:

|-:ye z(Pz)=prye z(yz)D 7 (yz) #z (Pz2)
|-:we 2 (Pz) =pr~ye z(yz)D z (yz) #z (Pz).

Am obtinut cu definitia D, aceleasi rezultate pe care le-am obtinut cu teorema To. In ceea ce
priveste definitia D, ea ne va dezvalui imediat natura predicatelor compatibil, predicabil, izonom,
autologic etc. si, de asemenea, natura clasei claselor compatibile, a clasei claselor care isi apartin ca
element etc.

Sa examindm acum un paradox mai general, de exemplu, paradoxul clasei claselor
incompatibile (toate paradoxele fiind de acelasi tip). Avem cele doud serii de clase,
corespunzatoare celor doud serii de predicate ordonate in doud moduri diferite:

O, 02, O3, ..., On

B, B2, B3, -5 Pu

Daca clasa oy apartine ca membru clasei s, am spus ca clasa oy este compatibild si, In cazul
contrar, ca ea este incompatibila; am considerat apoi clasa G a tuturor claselor compatibile si clasa
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I' a tuturor claselor incompatibile.
Definitia clasei G este:

- 0x€ G =pr 0x € .

Sa scriem D, cu simbolurile acestei probleme, in termeni de clasa:

D, |- 0axe G =proxePxD G # Px-

Deci definitia (1) implica, printr-un modus ponens, relatia:

G # B«

si echivalenta corespunzatoare definitiei (1) este Tnsotita de aceasta conditie:

|- : (0x) ax€ G =pr 0x € Px

|_'G7£Bx-

Aceasta demonstreaza ca in (1) sau 1n formele particulare pe care aceastd definitie le poate lua,
ca si In echivalenta (2), By nu poate lua valoarea G, deoarece atunci definitia initiala ar degenera
intr-o definitie idem per idem.

Pentru oy = By (paradoxul lui Russell), cand G devine clasa claselor care isi apartin ca element,
obtinem:

|- : 0x€ G =pr 0k € O
|- G #ox

Aceastd definitie spune: «oricare ar fi clasa oy, dacd ea este membru al ei insasi, ea este
membru al clasei G». Relatia G # o4 aratd cd argumentul oy nu poate lua valoarea G. Sa citim in
aceasta conditie oy # G, Tn mod riguros, faptul logic pe care aceasta il exprima. Prin definitia

0x € G =pr Ox € 0O

vrem sd definim clasa G. Conditia 0y # G, impusda de D;, aratd ca G nu poate fi o valoare a
argumentului oy, cd G nu poate fi identica cu oy, deci definitia lui G nu poate fi identica cu definitia
lui o, (oricare ar fi aceasta). In consecinti, dacid nu avem o alta definitic pentru G, alta decat
definitia unuia dintre membrii sai, G nu este definitd si expresia oy € 0 nu este un termen definisant
(definiens) pentru simbolul G. Intr-adevar, al doilea membru al definitiei date (o, € o), este format
cu definitia clasei oy §i cu o proprietate care decurge, pentru ea si numai pentru ea, din propria sa
definitie, deci nu avem efectiv decat definitia clasei o,; conditia oy # G aratd ca expresia oy € oy,
formata exclusiv cu definitia clasei oy si cu nimic altceva, nu poate sa fie termen definisant pentru o
alta clasa G. Faptul este evident deoarece, daca G are definitia lui o, daca scriem deci o, = G (fara
sa tinem seama de D), obtinem

GeG=prGeG

relatie care este o identitate i deci o definitie falsa, idem per idem.

Dar aceasta concluzie nu rezulta din faptul ca expresia o, € o, inseamna «orice clasd care se
contine ca membru» si din faptul ca G ar trebui definit, in consecinta, ca si membrii sai; faptul logic
exprimat aici este mai vast si poate fi regésit in alte expresii, nu numai in cele construite cu
simbolul de apartenenta.

Intr-adevar, sa ne referim la simbolul de incluziune si sa construim in cadrul seriilor claselor
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paradoxului compatibil — incompatibil definitiile urmatoare:

ox C G =pr o, < Px
ox C I =p¢ ~(0x < Bx).

Daca nu tinem seama de conditiile definitiei, putem scrie echivalentele generale:

(ax) Ox C G =Df Ox C Bx
(0x) 0x " =pg ~(0x < Bx)-

Pentru oy = By, obtinem:

(Bx) Bx= G =pr Px = Px
(Bx) Bx<=T =pr ~(Bx = Bx)

Pentru B, = G si, respectiv, By =T

GcG=GcG
I'cll'=~TIcl).

Ultima echivalentd spune cd propozitia «clasa I' este inclusa in clasa I'» este echivalentd cu
propozitia «clasa I nu este inclusd in clasa I'», ceea ce este absurd. Dar prima echivalenta a
transformat definitia initiald intr-o definitie idem per idem, iar a doua, intr-o contradictie.

In general, sa presupunem ca scriem definitiile urmatoare, in raport cu doud serii de clase
construite in paradoxul claselor incompatibile si unde am notat prin R relatia dintre clase:

|_' axRGh:DfaxRBx
’— 0 % R Fk =Df N((IX R BX)

Prima definitie enunta: «daca clasa ay are relatia R (oricare ar fi aceasta) cu clasa B, de acelasi
rang din a doua serie, atunci expresia o, R By defineste o alta clasd Gy, cu care oy are relatia R». A
doua definitie enunta: «daca clasa ay nu are relatia R cu clasa P, de acelasi rang din seria a doua,
atunci expresia ~(0x R Bx) defineste clasa I cu care ay are relatia R». Conditiile definitiilor (1) si (2)
impun relatia By # Gy, pentru a nu avea o definitie idem per idem, si Bx # I'x, pentru a nu avea o
definitie contradictorie. Daca nu tinem seama de aceste conditii, atunci avem echivalentele
generale:

|- (o) 0x R G, = ax R B«
-+ (ax) 0x R T = ~(0x R By).

Pentru ay = B se obtine:
|- - (0x) 0x R Gp = 0x R 0
|- - (0x) 0x R 'k = ~(0x R o).
Pentru a, = Gy, si, respectiv, pentru oy = [y, obtinem:
|—' GhRGhEGhRGh
|— ‘T« RIL= ~(Fk R Fk).

Expresiile prin care am definit clasele G si I" au degenerat in paradoxe.
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Daca ar fi trebuit sd urmarim linia lui Russell, ar fi trebuit s spunem ca expresiile de forma
o€, aca si, in general, a R o, sau sub forma negativa, ~(o.€ a), ~(a C o) si, in general, ~a R a,
nu au sens, adicd o clasd nu ar putea avea nici o relatie cu ea nsasi, ceea ce este absurd si in
contradictie cu faptele.

Expresiile de forma o€ a, aC o §i in general o R o, sau sub forma negativa, ~o.€ o, ~0.C ., §i,
in general, ~0. R o, formate cu definitia unei singure clase si bazate pe o relatie pe care aceastd
clasa ar avea-o exclusiv in virtutea propriei sale definitii, nu sunt deci termeni definisanti pentru
nici o altd clasa G sau U, deoarece clasa G sau clasa I trebuie sa aiba o definitie care nu poate fi
identica cu definitia clasei o sau care nu poate fi exprimatd prin definitia clasei o sau prin
proprietdtile care decurg pentru o. din propria sa definitie.

Principiul cercului vicios al lui Russell este: nici o colectie nu poate fi definitd daca ea contine
membri care nu pot fi definiti decat cu ajutorul colectiei luate in totalitatea ei. Principiul este
adevarat, dar el nu enuntad faptul logic general exprimat de conditiile (1) si (2) ale definitiei:
definitia unei clase o si proprietdtile care rezultd, pentru ea §i numai pentru ea, din propria ei
definitie, nu pot fi definisante pentru nici o altda clasa G sau T, ci exclusiv numai pentru a. Faptul
este evident, din moment ce, tocmai prin definitii distingem lucrurile intre ele. latd sensul
conditiilor impuse prin regulile definitiei, traduse prin relatiile Bx # Gy sau Px # Iy, In cazurile
particulare.

Acelasi lucru este valabil pentru definitiile in comprehensiune:

P(¢) = pr ¢(9)
P(¢) =pr ~¢(0).

Expresiile ¢(¢) si ~p(¢) nu sunt definisante, nu sunt definientes, pentru expresiile primului
membru, pentru cd definitia unui predicat si proprietatile care ar decurge pentru el si numai pentru
el din propria sa definitie nu pot sa defineasca nici un alt predicat P, ci numai ¢, ceea ce D, si D, au
impus prin relatia ¢ # P.

Se vede acum de ce clasa tuturor claselor nu este definita: se ia notiunea de clasa si definitia sa
si se pretinde cd aceasta definitie defineste o altd clasa, clasa tuturor claselor; dar definitia notiunii
de clasa nu poate fi definiens pentru nici o altd clasa, decat pentru notiunea de clasa deci, daca
incercam sa definim inca o clasa cu aceasta definitie, realizdm o falsa definitie idem per idem.

Clasa tuturor claselor nu este altceva decdt extensiunea notiunii de clasd. Acesta este motivul
pentru care nu este posibil sa definim clasa tuturor claselor prin notiunea de clasa, decat printr-o
definitie idem per idem.

In acest fel, paradoxele lui Burali-Forti, Cantor, Zermelo-Ko6nig si Skolem, care presupun clase
definite Incalcand conditia (1) a definitiei exprimate de D, sunt rezolvate.

Celelalte paradoxe au fost rezolvate prin teorema T sau D,.

In consecintd, elementele care lipseau din sistemul Principia mathematica sau din celelalte
sisteme inrudite sunt tautologiile D; si D, care exprima doua conditii ale definitiei si care pot fi
scrise, Intr-un mod mai general, astfel:

(D) [-:xRo=prxRyoy#0
(D) -:xRo=pr~xRy>dy#o0.

Aceste formule spun: pentru ca expresiile: x R y sau ~ x R y sd fie definisante trebuie ca
simbolul y sd fie non-identic cu @. Mai este necesar sa remarcam cd, pentru ca aceste expresii sa fie
definisante, trebuie ca simbolul y sd nu presupund simbolul ¢ nici macar Intr-un mod indirect,
pentru cd 1n acest caz am obtine o definitie idem per idem de speta a doua, diallela. Cu alte cuvinte,
simbolul y nu poate fi definit nici el cu simboluri care servesc la definitia simbolului ¢.

Pentru Russell, problema s-a redus la examinarea expresiilor de forma o€ o $i a C o sau ~(¢)
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si (@), pe care el le-a declarat lipsite de sens, ceea ce l-a condus la teoria tipurilor. Pentru noi,
clasa claselor care se contine ca element

G =pra (aea)

sau clasa claselor care nu se contin ca element,

I' =pra (~oea)

si, In mod general, clasele definite in acest fel,

G =pra (a R a)
I' =pra (~a R o)

nu sunt definite, deoarece expresiile din dreapta ale acestor definitii nu sunt termeni definisanti,
fiind formate dintr-o clasa si din relatia acesteia cu ea Insdsi care decurge din propria sa definitie.
Russell a crezut cd expresii ca a€ o i ~a€a nu sunt definite si nu reprezinta nimic. Dar este
evident ca propozitia «predicatul mamifer nu este el insusi un mamifer» are un sens precis sau, in
termeni de clasd, «clasa mamifer, nefiind un mamifer, nu se contine ca element»; sensul lor nu
poate fi negat dar, pentru ca sunt formate exclusiv cu definitia predicatului mamifer sau a clasei
mamifer, aceste propozitii nu pot fi definisante pentru nici un alt predicat sau nici o alta clasa, ca si,
in general, expresiile de tipul y R y sau ~y R y.
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