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Rezumat: Articolul prezintă două metode de estimare a erorilor în aproximarea funcţiilor, folosind abordarea numerică şi 
cea neuronală. Metoda numerică de aproximare a unei funcţii foloseşte interpolarea cu polinoame Lagrange şi descrie 
eroarea absolută de interpolare. Abordarea neuronală demonstrează proprietatea de aproximare universală a reţelelor 
feed-forward şi prezintă modul de propagare a erorilor neuronale în timpul procesului de învăţare. Rezultatele 
experimentale evidenţiază superioritatea sistemelor inteligente neuronale în rezolvarea problemelor de aproximare a unei 
funcţii. 
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Abstract: This paper presents two methods to estimating errors in functions approximation, using the numerical and 
neural approach. The numerical method in function approximation uses Lagrange polynomials interpolation and 
describes the absolute interpolation error. The neural approach proves the property of a feed-forward artificial network to 
be a universal approximator and presents the neural errors propagation during the training process. The experimental 
results highlight the advantages of the intelligent neural systems in solving problems of function approximations. 

Keywords: errors, function approximation, numerical methods, Lagrange polynomial, neural approximation, 
Backpropagation algorithm, feed-forward neural network. 

 

1. Introducere 

Acest articol abordează tema aproximării funcţiilor folosind metode numerice şi neuronale şi 
analizează comparativ câteva tehnici de estimare, propagare şi minimizare a erorilor. 

Erorile generate în rezolvarea problemelor matematice pot proveni din diverse surse precum: 
formularea problemei, metoda folosită, valorile iniţiale ale variabilelor sau metodele de rotunjire şi 
trunchiere. Pentru simplificarea unei probleme complexe, se poate alege o metodă de rezolvare 
aproximativă care poate determina apariţia unor erori. Incertitudinile legate de aproximarea 
valorilor pot influenţa valorile erorilor propagate.  

Erorile de rotunjire şi de trunchiere ale problemelor care necesită aproximări numerice sunt 
generate de reprezentarea numerelor cu un număr dat de cifre semnificative exacte şi pot depinde 
de modul de codificare internă a datelor în memoria calculatorului şi de numărul de iteraţii 
necesare pentru aproximarea soluţiei cu eroare minimă. Propagarea erorilor de rotunjire este 
determinată de creşterea numărului de operaţii iterative ale problemei. Reducerea erorilor de 
trunchiere reprezintă obiectivul principal al metodelor numerice de calcul.  

În general, erorile întâlnite în aproximările numerice pot fi de tip absolut şi relativ. Pentru 
exprimarea erorilor de reprezentare a numerelor aproximative, vom considera un număr Ry∈  şi 

Ry ∈'  o aproximaţie a lui y . Eroarea absolută (respectiv relativă) a aproximaţiei 'y , notată absE  
(respectiv relE ), verifică relaţia [1]:  

absEyy ≤− |'|  (1) 

|'| y
E

E abs
rel = , 0'≠y  
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În probleme de calcul numeric se determină valoarea aproximativă 'y  folosind valoarea 
minimă a erorii absE  care satisface relaţia (1) sau a erorii relE  din relaţia (2). Astfel, numărul y  
poate fi reprezentat aproximativ sub forma: 

)1('|'|'' relrelabs EyyEyEyy ±⋅=⋅±=±=  (2) 

Erorile de aproximare a unei funcţii: Se consideră o funcţie reală de o variabilă reală 
RRf →: şi se presupune că se doreşte calcularea valorii )(xfy = dar se obţine o valoare 

aproximativă 'y . Eroarea forward absolută (respectiv relativă) de aproximare a funcţiei f se 
exprimă [2]: 

|'| yyEFabs −=  (3) 

y
yy

y
E

E Fabs
Frel

|'| −
== .  

Analiza erorii de aproximare a funcţiei f  din perspectiva erorilor backward ia în considerare 
valoarea de perturbaţie astfel: valoarea aproximativă 'y  este consideratã soluţie exactă a problemei 
modificate, )'(' xfy =  unde 'x  este perturbaţia lui x . Eroarea backward absolută (respectiv 
relativă) de aproximare a funcţiei f  se exprimă [2]: 

|'| xxEBabs −= , unde )(xfy =  şi )'(' xfy = , (4) 

x
xx

x
E

E Babs
Brel

|'| −
== . 

Pentru problema aproximării funcţiei f se vor analiza comparativ metoda de interpolare 
polinomială şi metoda de aproximare neuronală folosind reţele neuronale artificiale de tip 
feedforward. 

Articolul este structurat după cum urmează: Secţiunea Aproximarea unei funcţii prin 
interpolare prezintă metoda de interpolare folosind polinomul lui Lagrange. Secţiunea 
Aproximarea neuronală descrie aproximarea unei funcţii folosind o reţea neuronală artificială  
antrenată cu algoritmul Backpropagation şi modul de propagare a erorilor în timpul procesului de 
învăţare neuronală. Secţiunea Studiu de caz. Aproximarea unei funcţii reale descrie rezolvarea 
problemei pornind de la un set de valori, folosind polinomul Lagrange şi o reţea neuronală 
feedforward şi analizează comparativ erorile şi valorile aproximate. 

2. Aproximarea unei funcţii prin interpolare  

Aproximarea unei funcţii este necesară dacă nu se cunoaşte expresia analitică, dar se dau 
valorile funcţiei într-un număr finit de puncte dintr-un interval dat. De asemenea, aproximarea este 
utilă când expresia analitică a funcţiei este prea complicată şi calculele efectuate sunt dificile. Una 
dintre metodele numerice de aproximare a unei funcţii prin interpolare foloseşte polinoamele   
Lagrange şi va fi schiţată în continuare. 

2.1 Interpolarea Lagrange 

Se consideră o funcţie de clasă 1C  de o variabilă reală Rbaf →],[:  dată prin 1+n  puncte 
de tabelare: 

ii yxf =)( , ni ,...,1,0=  (5) 

 



 Revista Română de Informatică şi Automatică, vol. 25, nr. 1, 2015            http://www.rria.ici.ro 76

Aproximarea funcţiei f  prin interpolare presupune găsirea unei funcţii de interpolare g  care 
să aproximeze funcţia f  pe intervalul ],[ ba  şi să satisfacă relaţia: 

ii yxg =)( , ni ,...,1,0=  (6) 

Dintre funcţiile care îndeplinesc condiţia (6), trebuie aleasă funcţia g  care asigură o 
aproximare cu eroare minimă. Problema aproximării prin interpolare are soluţie unică dacă funcţia 
g  se caută în spaţiul polinoamelor generalizate [3]. Căutarea funcţiei g  echivalează cu găsirea 
unui polinom de interpolare nP  care verifică relaţia (6). Se obţin astfel 1+n  polinoame Lagrange 
de formă particulară, notate iL , ni ,...,1,0= , cu gradul n  şi rădăcinile nii xxxxx ,...,,,...,, 1110 +− : 

∏
≠
= −

−
=

n

ij
j ji

j
i xx

xx
xL

0

)( , ni ,...,1,0=  (7) 

Forma Lagrange a polinomului de interpolare nP  asociat punctelor ),( ii yx  ni ,...,1,0=  poate 
fi exprimată: 

∏∑
≠
== −

−
=

n

ij
j ji

j
n

i
in xx

xx
yxP

00
)(  (8) 

În continuare, vom prezenta procedura pseudocod pentru aproximarea valorii funcţiei f  într-
un punct ],[ bak ∈  folosind interpolarea Lagrange: 

 
procedure Lagrange (n, k) 
array x(n+1), y(n+1) 
Pn = 0 
for i = 0, n 

t = y(i) 
for j = 0, n 

if j <> i then t = t * (k – x(j))/ (x(i) – x(j)) 
endif 

endfor 
Pn = Pn + t           

endfor 
write (‘f(k) ~ ‘,Pn) 
return 
end  

 
Polinomul Lagrange nP  aproximează funcţia f  în punctul  ],[ bak ∈ , cu o eroare 

absolută de interpolare: |)()(|)( kPkfke n−= . 

2.2 Eroarea de interpolare 

Dacă funcţia f  este de clasă 1+nC , eroarea absolută de interpolare cu care polinomul nP  
aproximează funcţia f  se calculează: 

|)()(|)( xPxfxe n−= , ],[ bax∈ . (9) 

Eroarea maximă de interpolare depinde de derivata de ordin 1+n  (numărul de puncte de 
tabelare): 
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∏
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În continuare, vom prezenta o tehnică neuronală de aproximare a unei funcţii, metoda de 
estimare şi propagare a erorii de aproximare.    

3. Aproximarea neuronală 

Proprietatea reţelelor neuronale artificiale (RNA), cu cel puţin două straturi, de aproximare a 
funcţiilor are o importanţă deosebită pentru aplicaţiile practice [4], [6]. Rezultatul privitor la 
aproximarea unei funcţii [7] menţionează că orice funcţie f  de clasă 1C  poate fi aproximată 
suficient de bine pe o mulţime compactă cu ajutorul unei reţele neuronale cu două straturi ale cărei 
ponderi sunt determinate în mod corespunzător. 

3.1 Aproximarea unei funcţii folosind reţele neuronale feed-forward 

Fie Rbaf →],[:  o astfel de funcţie de clasă 1C  . Dacă se dă o mulţime compactă 

],[ baS ⊂  şi un număr pozitiv Nε , există o reţea neuronală de tipul feed-forward cu două straturi 
astfel încât: 

εσ += )()( xVWxf TT  (11) 

unde Nεε <  pentru orice Sx∈  şi pentru un număr L (suficient de mare) de neuroni în stratul 
ascuns. V  este matricea ponderilor dintre stratul de intrare şi stratul ascuns iar W  este matricea 
ponderilor dintre stratul ascuns şi stratul de ieşire. Valoarea ε  (în general, depinde de x ) se 
numeşte eroarea de aproximare a funcţiei şi descreşte pe măsură ce dimensiunea L  a stratului 
ascuns creşte. Se spune că, pe mulţimea compactă S , )(xf  este în interiorul gamei funcţionale 

Nε  a reţelei neuronale. Pentru scopurile acestui articol, se va considera mulţimea  

},...,,{ 10 nxxxS =  (12) 

Rezultate relativ recente [7] arată cât de mare trebuie să fie L  pentru a se obţine o anumită 
precizie Nε  şi o mulţime compactă dată S ; pe măsură ce S  devine mai mare, numărul L  creşte 
în mod corespunzător.  

Problema în determinarea ponderilor astfel încât reţeaua să aproximeze o funcţie dată f  
suficient de bine nu este uşor de rezolvat. Vom arăta cum se pot obţine aceste ponderi cu ajutorul 
algoritmului Backpropagation de propagare inversă a erorii.  

Paşii algoritmului BackPropagation (de antrenare a reţelei feed-forward prin propagarea 
inversă a erorii) pot fi descrişi [5], [9], [11]: 

1. iniţializarea ponderilor reţelei şi a setului de antrenare. Se foloseşte, în general, iniţializarea 
aleatoare a ponderilor reţelei cu valori mici; 

2. aplicarea unui vector de intrare;  

3. propagarea directă a semnalului de intrare şi calculul ieşirilor reţelei; 

4. calcul eroare  prin compararea ieşirilor reţelei cu ieşirile ţintă (dorite); 

5. propagarea erorii înapoi prin reţea (începând de la stratul de ieşire, spre straturile ascunse), 
pentru corecţia ponderilor; 

6. dacă actualizările ponderilor sunt nesemnificative (eroarea este mai mică decât un prag) sau 
dacă s-au terminat seturile de antrenare, se opreşte algoritmul; altfel se reia de la pasul 2. 
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De multe ori este dificil să se aleagă funcţiile de activare astfel ca ele să reprezinte o bază (set 
de antrenare). Această problemă se poate rezolva prin selectarea în mod aleator a matricei V . S-a 
arătat în [7] că, pentru aceste reţele, funcţia )()( xVx Tσφ =  reprezintă o bază, astfel că reţeaua are 
proprietatea de aproximator universal.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3.2  Propagarea erorilor neuronale  

Măsura erorii şi traiectoria erorii se folosesc în general pentru a conduce şi a evalua antrenarea. 
Există diverse măsuri ale erorii [10], iar traiectorii tipice sunt prezentate în Figura 1, care reprezintă 
un scenariu optimist în care eroarea descreşte. 

Pentru a formaliza răspunsul în cazul unei reţele neuronale de tip feed-forward, se defineşte 
vectorul eroare de ieşire pentru a p -a pereche de forme din setul de antrenare H  prin diferenţa 

dintre răspunsul dorit (vectorul ţintă) pt  şi răspunsul curent po obţinut prin aplicarea intrării p  
din setul de antrenare: 

ppp ote −= . (13) 

O măsură a erorii de ieşire pe baza celui de-al p -lea eşantion de antrenare se notează cu pE  şi 
se defineşte prin 

2

2
1)(

2
1 ppTpp eeeE =⋅= . (14) 

Alegerea normei erorii, deşi aparent superficială, este totuşi consistentă cu alte numeroase 
formalisme din literatură [8]. Totuşi, este posibil să se utilizeze şi alte norme, inclusiv norme 
ponderate cum este 

R
e , unde R  este o matrice pozitiv definită, sau norme precum }max{ ie , 

unde ie  este al i -lea element din e . 

Pentru a determina sensibilitatea erorii în algoritmii de antrenare Delta Rule (DR) şi 
Generalized Delta Rule (GDR) se foloseşte regula de derivare a funcţiilor compuse pentru a calcula 
derivata lui pE  în raport cu jiw : 

ji

p
j

p
j

p

ji

p

w
o

o
E

w
E

∂

∂
⋅

∂
∂

=
∂
∂

 (15) 

unde, din ecuaţiile (14) şi (15), 

Figura 1.  Diferite traiectorii ale măsurii erorii 

Eroare 

Număr de 
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Este posibil să se dezvolte o formulare alternativă prin luarea în considerare a erorii globale 
(pentru toate epocile): 

∑=
p

pEE . (17) 

Pentru neuroni de tip Weighted Linear Input Combination (WLIC), activarea neuronului 
artificial pentru unitatea j  este dată de suma ponderată a intrărilor în unitatea j : 

∑ ⋅=
i

ijij iwnet  (18) 

sau, în cazul în care se include şi o intrare de polarizare, 

j
i

ijij biasiwnet +⋅=∑ . (19) 

ii  este a i -a intrare în unitatea j  iar f  se alege o funcţie sigmoid, adică: 

jnetj e
netf −+

=
1

1)( . (20) 

Membrul drept din ecuaţia (16) reprezintă schimbarea incrementală în pE  datorată schimbării 
incrementale în ponderea jiw  sau, sensibilitatea erorii pE  la jiw . p

j
p oE ∂∂ , reprezintă efectul 

asupra lui pE  datorat celei de-a j -a ieşire, în timp ce ji
p
j wo ∂∂ , măsoară schimbarea în p

jo  ca 

funcţie de jiw∂ . Sensibilitatea este reprezentată în Figura 2. 

Din ecuaţia (17), se poate obţine uşor p
j

p oE ∂∂  pentru unităţile din stratul de ieşire: 

p
j

p
j

p
jp

j

p

eot
o
E

−=−−=
∂
∂ )(  (21) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Să presupunem că jj netknetf ⋅=)( . Pentru simplitate, vom considera 1=k . Se obţine 

∑ ⋅=
i

p
iji

p
j iwo  şi p

i
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p
j i

w
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=
∂

∂
. Aşadar, ecuaţia (19) devine 
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w
E

⋅−=
∂
∂

  (22) 

care este o relaţie conformă cu strategia de variaţie a ponderilor de tip produs. Pentru a verifica 

jiw

jo  
∑ ∫ 

p
io~ +

... 

... 

Figura 2. Sensibilitatea lui jo  la ponderea jiw  
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faptul că această strategie minimizează eroarea E  observăm că, din ecuaţia (18) se obţine 

∑∂
∂

=
∂
∂

p ji

p

ji w
E

w
E

. (23) 

4. Studiu de caz. Aproximarea unei funcţii reale   

Se va prezenta modul de estimare a erorilor şi a aproximărilor valorilor unei funcţii a cărei 
expresie nu se cunoaşte. Pentru studiul experimental, se va alege un set de puncte de tabelare 
furnizate grafic (cu mouse-ul pe suprafaţa grafică). Aproximarea se realizează în mediul de 
programare Matlab folosind metoda de interpolare Lagrange şi tehnica neuronală.  

4.1 Metodologia de calcul 

Algoritmul Lagrange foloseşte ca date de intrare n  puncte de tabelare: ),( ii yx , ni ,...,1=  şi 
valoarea k  în care se aproximează funcţia f . Algoritmul de interpolare Lagrange aproximează o 
singură valoare a funcţiei pentru valoarea k . 

Pentru eficienţa comparării celor două metode şi acurateţea rezultatelor, se va folosi o diviziune 

a intervalului în care se află valorile vectorului x , cu pasul 
100

)min()max( xx − . În punctele 

diviziunii, se va aproxima funcţia folosind algoritmul de interpolare Lagrange. Eroarea de 
aproximare prin metoda Lagrange va fi calculată ca o medie a erorilor absolute obţinute la fiecare 
pas al diviziunii. Se va lua în considerare pentru comparare şi eroarea medie pătratică. 

Pentru aproximarea neuronală, se foloseşte o reţea feed-forward cu arhitectura din Figura 3. 
Reţeaua foloseşte 2 straturi funcţionale de neuroni (primul strat are 4 neuroni, iar al doilea strat are 
1 neuron). Intrarea reţelei este vectorul ),...,( 1 nxxx = , ni ,...,1= , cu punctele în care se cunosc 
valorile funcţiei ii yxf =)( , ni ,...,1= . 

Eroarea reţelei neuronale se calculează ca o eroare medie pătratică a diferenţelor între valorile 
exacte şi cele aproximate la simularea funcţionării reţelei. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4.2 Comparaţii 

Pentru exemplificare, se consideră o diviziune a intervalului [0, 1] şi punctele de tabelare:  

x = [0.1187, 0.1601, 0.1901, 0.2339, 0.2892, 0.3191, 0.3698, 0.4136, 0.4597, 0.5127, 0.5726, 
0.6094, 0.6256, 0.6394, 0.6671, 0.6855, 0.7177, 0.7385, 0.7638, 0.7892, 0.8306, 0.8606, 0.8790, 
0.9136, 0.9528] şi y = [0.0892, 0.1944, 0.2266, 0.2558, 0.2763, 0.2851, 0.2763, 0.2705, 0.2529, 
0.2383, 0.2412, 0.2763, 0.3289, 0.3670, 0.4137, 0.4576, 0.5190, 0.5658, 0.5921, 0.6126, 0.6155, 
0.6155, 0.6067, 0.5921, 0.5863].  

1
.
.
. 
n

1

4

1
ieşire 

. . .

intrare  
(vectorul x cu 

n valori) 

Figura 3.  Reţea feed-forward cu 2 straturi funcţionale 
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La diverse teste experimentale, se observă că metoda Lagrange generează o aproximare cu 
variaţii foarte mari ale valorilor punctelor diviziunii, obţinându-se o eroare medie err_Lagrange1 = 
3.6522e+003 şi o eroare medie pătratică err_Lagrange2 = 3.9720e+008. În exemplul de mai jos 
(Figura 4a şi 4b), reţeaua neuronală realizează o aproximare a funcţiei cu eroarea medie pătratică: 
err_RNA = 0.0181.  

 

  

Figura 4a. Aproximare prin interpolare Figura 4b. Aproximare neuronală 

 
Metoda neuronală furnizează rezultate dependente de eficienţa învăţării reţelei, iar eroarea 

medie pătratică obţinută este mai mică decât cea generată de metoda numerică. 

5. Concluzii 

Acest articol prezintă comparativ două metode de aproximare a unei funcţii reale: metoda 
numerică de aproximare prin interpolare Lagrange şi metoda de aproximare neuronală folosind 
reţele neuronale feed-forward antrenate cu algoritmul Backpropagation. Studiul metodelor de 
estimare şi propagare a erorilor de aproximare a unei funcţii evidenţiază complexitatea şi 
complementaritatea tehnicilor numerice şi neuronale. Tehnicile numerice furnizează uneori 
rezultate exacte, alteori rezultate cu erori mari, pe când metodele neuronale nu generează rezultate 
exacte, însă sunt instrumente foarte eficiente de aproximare numerică.    
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