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1. Introducere 

Tehnicile avansate de conducere a 
sistemelor dinamice necesită existenţa unor 
modele matematice adecvate. De aceea, în 
practică este foarte important să se dispună de 
instrumente performante de identificare a 
sistemelor, capabile să determine modele 
bazate pe înregistrările existente, sau special 
generate, ale variabilelor cheie ale sistemelor. 

Se consideră modelul liniar invariant în 
timp (LIT) discret, descris în spaţiul stărilor, în 
reprezentarea în inovaţii, 

xk+1 = Axk + Buk + Kek 

yk = Cxk + Duk +ek ,                               (1) 

unde xk ∈ Rn
 este vectorul de stare  

n-dimensional la momentul k, uk ∈ Rm este 
vectorul de intrare, yk ∈ Rl este vectorul de 
ieşire, A, B, C şi D sunt matrice reale, perechea 
de matrice  (A, C)  este  presupusă  observabilă, 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

{ek} este o secvenţă de zgomot alb, necorelată 
cu {uk} şi cu starea iniţială a sistemului, x1, iar 
K este matricea predictorului (numită uneori 
matricea de amplificare Kalman). 

În problemele de identificare a sistemelor, 
ordinul sistemului, n, şi cvadruplul de matrice 
(A, B, C, D) trebuie determinate (modulo o 
transformare de similaritate a sistemului) 
utilizând secvenţele de date de intrare şi ieşire, 
{uk} şi {yk}, k = 1 : t (adică, pentru k luând 
valori întregi de la 1 la t). În plus, trebuie 
adesea determinată matricea K din (1). 

Au fost propuse trei abordări bazate pe 
subspaţii: MOESP (Multivariable Output Error 
state SPace) — [1] ̶ [4], N4SID (Numerical 
algorithm for Subspace State Space System 
IDentification) — [5,6] şi CVA (Canonical 
Variate Analysis) — [7]. Principala 
caracteristică a clasei de tehnici MOESP este 
determinarea unei matrice de observabilitate 
extinse a părţii deterministe a modelului (1). 
Principala caracteristică a clasei de tehnici 
N4SID este determinarea unei secvenţe de stări 
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estimate ale sistemului LIT prin intersecţia 
unor (sau proiecţia pe nişte) spaţii linie ale 
unor matrice de tip Hankel construite din 
datele de intrare-ieşire (I/O) “trecute” şi 
“viitoare”. Tehnicile CVA utilizează, de 
asemenea, secvenţa de stare, într-un cadru 
statistic. 

Abordările bazate pe subspaţii pentru 
identificarea sistemelor sunt atractive din 
câteva motive: sunt estimate direct modele în 
spaţiul de stare; nu sunt necesare parametrizări; 
sunt utilizate doar instrumente robuste de 
algebră liniară, cum ar fi descompunerea QR şi 
descompunerea după valorile singulare 
(SVD—singular value decomposition); trebuie 
ales doar un parametru, s. 

Algoritmii de identificare bazaţi pe tehnici 
de subspaţii pornesc prin construirea, explicită 
sau implicită, a unei matrice bloc-Hankel-bloc 
H prin concatenarea unor matrice bloc-Hankel, 
utilizând (o parte din) datele de I/O disponibile.  
Pentru tehnica “MOESP cu intrări şi ieşiri 
trecute”, H este dată de 

1, , 1, , 1, ,[ ]T T TYp p s N p p N q s NH U U+ + + += ,           (2) 

( ( ) )N mp lq m l sH R × + + +∈ , unde N = t – min(p,q) 
– s +1 (uzual N>>mp+lq+(m+l)s), 
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şi similar pentru Ya,b,c. Pentru N4SID, primele 
două bloc coloane ale lui H sunt 
interschimbate, astfel încât ele pot fi rescrise ca 

1, ,
T

p s NU + . Submatricele U1,p,N şi Y1,q,N sunt 
numite părţile de intrare şi, respectiv, ieşire 
“trecute” (past), în timp ce submatricele 
Up+1,p+s,N+p şi Yq+1,q+s,N+q sunt numite părţile 
“viitoare” (future). Ultimele versiuni 
MATLAB — marcă înregistrată a companiei 
The MathWorks, Inc. — ale funcţiei n4sid din 
pachetul de programe de identificare [8] 
utilizează diferite “orizonturi de predicţie” s, p 
şi q, ale căror valori implicite sunt alese 
utilizând criteriul de informaţie Akaike (AIC). 
Dar algoritmii MOESP şi N4SID standard 
utilizează p = q = s, unde s denotă “numărul de 
blocuri linie”, iar s satisface uzual s ≥ n. Teoria 
MOESP presupune că s > n. În practică, s este 
adesea ales mai mare decât ordinul sistemului 

n, de pildă, s = 2n. O valoare mare a lui s 
produce uzual rezultate mai precise. Este de 
asemenea posibil să se aleagă orizonturile de 
predicţie pentru datele trecute mai mici decât n, 
de exemplu, p = q > n/(m + l). Totuşi, cu 
valori mai mici, se obţin în mod normal 
rezultate mai proaste decât cele pentru valori 
mai mari. De aceea, pentru simplitate, se va 
presupune că  p = q = s, deci 

1,2 , 1, , 1,2 ,[ ]T T T
s s N s s N s NH U U Y+ +=  (MOESP), 

1,2 , 1,2 ,[ ]T T
s N s NH U Y=  (N4SID)                   (4) 

H ∈ RN×2(m+l)s, unde N =  t – 2s +1, iar U.,.,. şi 
Y.,.,. sunt matrice bloc-Hankel, definite cu 
formule (3). Primul pas al unei proceduri de 
identificare bazate pe subspaţii este efectuarea 
unei “compresii a datelor” prin calculul unui 
factor superior triunghiular R din factorizarea 
QR a matricei H din (4), H = QR; matricea Q ∈ 
RN×2(m+l)s, satisfăcând QTQ = I2(m+l)s, nu este 
necesară în calculele următoare. Părţi din R 
sunt utilizate în continuare pentru a estima n şi 
matricele sistemului. 

Trebuie subliniat că multe rezultate 
teoretice privind, de pildă, consistenţa şi 
normalitatea estimaţiilor matricelor sistemului 
au loc asimptotic, pentru t→∞. De aceea, 
algoritmii trebuie să fie capabili de a trata 
volume mari de date, dacă acestea sunt 
disponibile.  Algoritmul bazat pe factorizarea 
QR standard poate fi prea costisitor, deoarece 
H poate avea dimensiuni foate mari. Algoritmi 
rapizi şi fiabili pentru rezolvarea problemei de 
identificare a sistemelor au fost propuşi în [9] ̶ 
[13] şi au fost implementaţi în biblioteca 
SLICOT – Subroutine Library In COntrol 
Theory [14] (http://www.slicot.org) şi în 
pachetul de identificare asociat (în 
MATLAB), bazat pe tehnici de subspaţii [15 ̶ 
17]. SLICOT se bazează pe reputatul pachet 
de programe de algebră liniară LAPACK [18] 
şi pe colecţiile BLAS (Basic Linear Algebra 
Subprograms), beneficiind astfel de 
caracteristicile avansate ale arhitecturilor de 
calculatoare moderne. 

Pe baza experienţei anterioare, au fost 
elaborate aplicaţii de identificare operând sub 
sisteme de operare Windows sau Linux 
(Ubuntu), cu arhitecturi pe 32 sau 64 biţi.  Este 
posibil să se utilizeze fie abordarea MOESP, fie 
N4SID, fie o abordare combinată: se estimează 
matricele A şi C folosind abordarea MOESP şi 
matricele B şi D folosind abordarea N4SID.  Se 
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pot prelucra secvenţial seturi de date I/O 
multiple şi există mai multe opţiuni de calcul.  
Aplicaţiile sunt încapsulate în containere 
Docker (https://docker.io) ce sunt gestionate 
cu ajutorul platformei Kubernetes 
(https://kubernetes.io).  Această soluţie asigură 
o mai mare flexibilitate, securitate sporită şi 
execuţie rapidă.  Serviciile în curs de 
implementare sunt parte a unei platforme 
cloud deschise pentru sisteme de conducere  
a proceselor. 

2. Prelucrarea eficientă a datelor 
pentru identificare bazată pe 
subspaţii  

Deoarece matricea H este puternic 
structurată, prelucrarea eficientă a datelor este 
posibilă prin utilizarea structurii problemei.  
Sunt folosite două astfel de tehnici, bazate pe 
algoritmi rapizi de factorizare Cholesky şi 
factorizare QR, care exploatează structura 
specială a matricei H din (4). 

Algoritmul de factorizare Cholesky pentru 
compresia datelor ([12,13] şi referinţele citate) 
construieşte întâi matricea de intercorelaţie 
W=HTH, iar apoi factorizează W, presupunând 
că este pozitiv definită (ceea ce este aproape 
întotdeauna adevărat în practică, datorită 
prezenţei zgomotelor). Pentru prelucrarea 
standard utilizând abordarea N4SID, matricele 
bloc-Hankel corespunzătoare intrărilor şi 
ieşirilor sunt 1,2 ,

T
u s NH U=  şi 1,2 ,

T
y s NH Y= , iar 

H=[Hu Hy]. Definiţiile de mai sus pot fi extinse 
la seturi multiple de date. De fapt, presupunând 
că ultimul set de prelucrat este definit de H, 
atunci TW W H H= + , unde W  corespunde 
seturilor de date deja prelucrate. Evident, 
W =0, dacă se prelucrează primul (sau 
singurul) set de date. Se pot scrie formule 
economice, exploatând structura, pentru 
calculul matricei bloc simetrice W [12, 13]. 
Într-adevăr, pentru abordarea N4SID,  
se definesc T

uu uu u uW W H H= + , 
T

uy uy u yW W H H= +  şi T
yy yy y yW W H H= + , 

unde fiecare bloc constă din 2s × 2s submatrice 
de dimensiuni m × m, m × l şi, respectiv, l × l.  
Notând ,i j

uuW  submatricea (i,j) a lui Wuu 
(j=1:2s, i=1:2s) şi similar pentru Wuy şi Wyy , 
atunci prima bloc linie a matricei Wuu este dată 
de formula (5), iar liniile următoare se 

determină recursiv, folosind (5) şi (6), 
1, 1,

1 2 1

1 , 1: 2

j j T T
uu uu j j

T
N j N

W W u u u u

u u j s
+

+ −

= + + +

+ =
                   (5) 

1, 1 1, 1 , ,

, 1: 2 1, 1:

i j i j i j i j
uu uu uu uu

T T
i ji N j N

W W W W

u u u u j s i j

+ + + +

+ +

= − + +

+ − = − =
   (6) 

Similar, se calculează ,i j
yyW , înlocuindu u 

cu y, cât şi ,i j
uyW  , folosind diade uyT. 

Fie acum W matricea calculată aşa cum s-a 
prezentat mai sus, rescrisă sub forma,  

11 12 13

12 22 23

13 23

: ,T

T T
yy

W W W

W W W W

W W W

⎡ ⎤
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

                                   (7) 

cu W11, W12, W22∈Rms×ms, W13, W23∈Rms×2ls. 
Atunci, matricea corespunzătoare pentru 
abordarea MOESP, WM , este dată de formula 

22 12 23

12 11 13

23 13

:

T

M
T T

yy

W W W

W W W W

W W W

⎡ ⎤
⎢ ⎥
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⎢ ⎥
⎣ ⎦

.                                 (8) 

Evident, toate submatricele, exceptând 8s, 
sunt calculate utilizând formule de actualizare, 
de forma (6), care sunt mult mai economice 
(pentru N mare) decât (5). În final, se aplică 
algoritmul de factorizare Cholesky matricei 
calculate  W (sau WM ).  În acele cazuri rare în 
care acest algoritm rapid eşuează, se utilizează 
automat factorizarea QR standard. 

Se consideră acum algoritmul rapid de 
factorizare QR pentru abordarea N4SID.  Se 
defineşte matricea de deplasare Z=diag(Zu, Zy), 
unde Zu (Zy), este o matrice bloc 2s×2s cu 
blocuri m × m (l × l), toate zero exceptând 
blocurile identitate de pe supradiagonală,  
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În [13] s-a demonstrat că matricea 
simetrică TW W Z WZ∇ = − , numită 
deplasarea lui W, are o factorizare de rang mic, 
anume TW G G∇ = Σ , cu Σ = diag(Ip,– Iq), unde 
p=q=m+l+1, deci ∇W are rangul cel mult 
2(m+l+1). În consecinţă, ∇W poate fi scrisă în 
forma factorizată menţionată, unde 
G∈R2(m+l+1)×2(m+l)s. Matricea G este numită 
generatorul lui W.  Sunt disponibile tehnici 
eficiente pentru a construi generatorii. În 
calculele practice, se utilizează algoritmul 
Schur generalizat pentru a găsi toate liniile 
factorului Cholesky al lui W, TW W H H= + . 
Sunt implicate transformări Householder şi 
rotaţii hiperbolice [11].  

Pentru abordarea MOESP, se utilizează 
acelaşi algoritm ca şi pentru N4SID, dar 
primele două bloc coloane ale factorului 
superior triunghiular rezultat R sunt 
interschimbate şi apoi retriunghiularizate, 
exploatând structura. 

Opţional, prelucrarea datelor I/O pentru 
determinarea matricei R poate fi efectuată 
secvenţial, pe seturi de date.  Matricele A şi C 
sunt obţinute folosind o estimare a unei matrice 
de observabilitate extinsă, Γs, calculată, la 
rândul ei, din factorii U şi Σ ai descompunerii 
după valorile singulare a unei matrice 
construită din R (a se vedea, de pildă, [13] şi 
referinţele citate).  Se utilizează proprietatea de 
invarianţă la deplasare a matricei Γs.  
(Abordarea N4SID foloseşte proiecţia oblică 
Os a ieşirilor „viitoare” peste intrările şi ieşirile 
„trecute”.  Ordinul sistemului este rangul 
matricei Os)  Se folosesc apoi un algoritm QR 
eficient, exploatând structura, şi un algoritm 
bazat pe produsul Kronecker, pentru calcularea 
matricelor B şi D [13].  Matricele de covarianţă 
sunt determinate folosind reziduul unei 
probleme de tipul celor mai mici pătrate 
(CMMP).  Apoi,  matricea predictorului, K, se 
obţine prin rezolvarea unei ecuaţii algebrice 
Riccati discrete pentru problema de filtrare 
corespunzătoare.  Starea iniţială se calculează, 
de asemenea, rezolvând o problemă CMMP 
având ca date matricele sistemului şi 
traiectoriile de intrare şi ieşire.   Detalii sunt 
date, de exemplu, în [9, 10, 12, 13] şi în 
referinţele citate acolo. 

 

3.    Aplicaţiile de calcul pentru 
identificare 

Au fost elaborate patru aplicaţii pentru 
identificarea sistemelor LIT multivariabile 
discrete.  Prima aplicaţie, denumită corder, 
determină factorul superior triunghiular al 
matricei bloc-Hankel-bloc H a datelor I/O, 
utilizând fie algoritmul de factorizare QR 
standard, fie unul dintre algoritmii rapizi 
prezentaţi anterior.  Datele de I/O pot fi 
furnizate opţional secvenţial, pe seturi, 
independente sau nu.  Aplicaţia determină 
factorul R şi îl prelucrează, în funcţie de 
opţiunile specificate, pentru a fi utilizat în 
aplicaţia următoare.  Folosind valorile 
singulare, se propune o valoare adecvată a 
ordinului n al modelului.   

A doua aplicaţie, csident, utilizează 
factorul R (prelucrat) la calculul matricelor 
modelului. Opţional, se determină, de 
asemenea, matricele de covarianţă şi matricea 
predictorului, K.  Se poate specifica orice ordin 
n<s, pentru acelaşi factor R, ceea ce permite 
efectuarea unor experimente multiple. 

A treia aplicaţie — cfindx0, folosită 
opţional, calculează o estimaţie 1̂x  a stării 
iniţiale x1, folosind modelul calculat şi 
traiectoriile de intrare şi ieşire. 

A patra aplicaţie, csimul, calculează 
traiectoria ieşirii modelului estimat, cu sau fără 
predictor, cu o stare iniţială specificată (de 
pildă, 1̂x ) şi determină unele metrici pentru 
evaluarea calităţii modelului, cum ar fi eroarea 
relativă sau VAF — “Variance Accounted 
For”— pentru fiecare variabilă de ieşire.  Cu 
cât o valoare VAF este mai aproape de 1, cu 
atât traiectoria variabilei de ieşire estimate 
asociate este mai precisă.  Modelul estimat se 
poate scrie sub forma 

1 ( ),

,

ˆ ˆˆ ˆ ˆ
ˆ ˆˆ ˆ 1: ,

k k k k k

k k k

x A x Bu K y y

y C x Du k t
+ = + + −

= + =
 

unde ˆ ˆˆ ˆ, , , şiA B C D K  sunt matricele calculate 
de csident.  Dacă nu s-a optat pentru 
determinarea matricei K,  atunci se foloseşte 
K=0.  
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Aplicaţiile implementate citesc opţiunile şi 
alţi parametri necesari execuţiei, inclusiv 
numele fişierelor care trebuie citite sau scrise, 
dintr-un alt fişier cu nume şi structură 
predefinite.  Aceste fişiere „machetă” sunt 
generate automat utilizând o interfaţă Web, 
prin completarea informaţiei cerute în 
câmpurile corespunzătoare.  Un exemplu este 
dat în Figura 1  pentru aplicaţia care calculează  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

ordinul sistemului şi factorul superior 
triunghiular prelucrat al factorizării QR a 
matricei H.  Aplicaţia citeşte fişierul conţinând 
traiectoriile de intrare/ieşire, al cărui nume este 
specificat în antepenultimul câmp al machetei 
corespunzătoare.  Rezultatele sunt scrise fie la  
un terminal, fie într-un fişier al cărui nume este 
indicat în primul câmp al machetei.  Modul de 
afişare este specificat în ultimul câmp. 
Valoarea 1 a opţiunii de afişare determină 
listarea atât a datelor de intrare, cât şi a 
rezultatelor calculate.  Valorile 2 sau 3 implică 
afişarea  doar  a  rezultatelor,  cu  antete,  nume  

 

matrice şi indicii elementelor acestora, pentru 
valoarea 2, sau doar a valorilor numerice, 
pentru valoarea 3 a opţiunii. În primul caz, 
rezultatele pot fi inspectate şi înţelese de 
utilizator, sau transferate uşor unui alt mediu 
de calcul, de pildă, MATLAB. În ultimul caz, 
rezultatele pot fi folosite direct de aplicaţia 
următoare din fluxul de lucru. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Implementarea aplicaţiilor utilizând 
servicii cloud este proiectată pe baza 
platformei Kubernetes ce are rolul de 
orchestrare a execuţiei containerelor Docker.  

Aplicaţiile prezentate anterior sunt 
încapsulate în cadrul unor containere ce sunt 
grupate într-un Pod — concept specific 
Kubernetes, astfel încât să poată comunica 
între ele în mod direct. Pentru transferul datelor 
de intrare şi de ieşire se utilizează o interfaţă de 
tip REST (Representational State Transfer), cu 
scopul de a se crea un serviciu gestionat de 
către Kubernetes pentru întreg fluxul de lucru 
al aplicaţiilor, care este prezentat în figura 2. 

 

 
Figura 1. Macheta pentru specificarea opţiunilor şi parametrilor aplicaţiei de determinare a 

ordinului modelului 
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Aplicaţiile de calcul pentru identificare 
sunt executate prin intermediul unui wrapper, 
care are rolul de a gestiona transferul datelor de 
intrare şi de ies ̦ire. Aceste programe wrapper 
trebuie să se conecteze la un broker de mesaje 
— Redis (https://redis.io) — pentru a putea 
trimite sau primi datele necesare. Adresa la 
care trebuie să se conecteze, canalul utilizat, 
precum şi toate celelalte informaţii necesare 
pentru execuţie sunt generate de către un 
program destinat a configura şi a pune în 
execuţie containerele Docker în cadrul 
platformei Kubernetes. Acest program 
foloseşte un fişier cu descrierea sistemului, în 
care sunt prezentate componentele, conexiunile 
între acestea şi valorile parametrilor utilizaţi. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

4. Rezultate numerice 

Aplicaţiile elaborate au fost testate pe 
câteva exemple din colecţia DAISY (Database 
for Identification of Systems) [19], 
disponibilă public la adresa Internet http:/ 
/home.esat.kuleuven.be/~smc/da
isy/. Colecţia conţine peste 20 seturi de 
date: procese industriale, sisteme mecanice, 
sisteme biomedicale, sisteme de mediu, sisteme 
termice etc.  În continuare se prezintă unele 
rezultate obţinute pentru exemplul unui 
cuptor de sticlă. Numeroase alte rezultate şi 
comparaţii ale algoritmilor de identificare 
bazaţi pe tehnici de subspaţii au fost publicate, 
de pildă, în [12,13,16,20] şi în referinţele citate. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Figura 2. Fluxul de lucru al aplicaţiilor de identificare 

 
Figura 3. Conectarea aplicaţiilor cu ajutorul unui broker de mesaje şi execuţia acestora în cadrul 

unui Pod Kubernetes 
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Datele disponibile pentru cuptorul de sticlă 
sunt 1247 eşantioane pentru 6 variabile de 
ieşire şi 3 variabile de intrare. Variabilele de 
ieşire sunt temperaturile măsurate de şase 
senzori plasaţi într-o secţiune a cuptorului.  
Două dintre variabilele de intrare se referă la 
încălzire, iar a treia, la răcire. 

S-au folosit toate cele patru aplicaţii 
menţionate.  S-a ales numărul de linii bloc ca 
fiind s = 10 şi numărul de variabile de stare 
(ordinul sistemului) ca fiind n = 5.  S-a utilizat 
algoritmul Cholesky rapid. Cu o aproximaţie 
de trei cifre semnificative, polii sistemului 
determinat sunt 0,662, 0,880, 0,940, 
0,983±0,0804j, unde j este unitatea pur 
imaginară. Aşadar, sistemul estimat este stabil.   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Polii sistemului cu predictor sunt  
0,634±0,171j, 0,566±0,157j, 0,666. În Figura 4 
sunt reprezentate traiectoriile variabilelor de 
ieşire, yi, şi a ieşirilor estimate, ˆiy , fără 
predictor (notate Yei , în coloana din stânga) şi 
cu predictor (notate YeKi, în coloana din 
dreapta).  Traiectoriile originale, date, sunt 
reprezentate cu linie roşie, iar traiectoriile 
estimate cu modelul obţinut sunt reprezentate cu 
linie albastră.  Deasupra fiecărei reprezentări 
grafice se indică o măsură a preciziei obţinute, 
anume eroarea relativă, definită de formula 

, 1: 6
ˆ

max (1, )
i i

i
i

y y

y

−
= . Evident, folosirea 

predictorului îmbunătăţeşte precizia. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

        

        

        
Figura 4.  Traiectoriile ieşirilor,  yi, şi a ieşirilor estimate, , fără predictor (notate Yei,  în 

coloana din stânga) şi cu predictor (notate YeKi, în coloana din dreapta), i=1:6 
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5. Concluzii 

Articolul prezintă succinct algoritmii 
utilizaţi pentru implementarea unor aplicaţii 
pentru identificarea modelelor matematice ale 
unor sisteme dinamice liniare. Modelele sunt 
cu timp discret, multivariabile, invariante în 
timp şi folosind variabile de stare. Datele de 
intrare sunt traiectoriile variabilelor de ieşire şi 
de intrare. Diverse opţiuni permit alegerea unor 
algoritmi rapizi şi a unor parametri de calcul.  
Opţiunile sunt specificate printr-o interfaţă 
Web. Aplicaţiile sunt încapsulate în containere 
Docker şi pot fi executate local sau într-un 
cloud. Se prezintă rezultatele obţinute la 
identificarea unui cuptor de sticlă. 
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