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Rezumat: In acest articol, voi prezenta un algoritm de determinare a unui set maximal independent, in cadrul unei retele sincrone. Voi

prezenta algoritmul formal, sustinut de demonstratii matematice. La final, voi realiza o analizi de complexitate i de timp a acestuia. -5
Algoritmul a fost original dezvoltat in cadrul MIT, o contributie importantd avind-o doamna Nancy Lynch, profesoard in cadrul acestei

institutii. Contributia personala a autorului este legati de demonstratia teoremei 2, din cadrul algoritmului
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1. Introducere

Problema gisirii unui set independent maximal poate fi motivata prin alocarea de resurse partajate proceselor 27
din retea. In cadrul unei aplicatii distribuite, formata din functii bloc, pot exista anumite functii bloc, care nu pot
efectua simultan activitdti legate de resurse partajate [1]. Din aceastd cauzi, trebuie identificat setul maximal
independent de astfel de functii bloc, care pot efectua simultan activititi legate de resursele partajate. Pentru a -39
evita conflictele, aceste noduri (functii bloc) trebuie si contina un set independent in cadrul unui graf G. Mai
mult chiar, pentru performanti, este de nedorit si blocim un proces dacd nici unul din vecinii sii nu este activ.

Astfel, setul de procese ales trebuie si fie maximal [2]. 51

2. Setul maximal independent
59
2.1 Enuntarea formala a problemei

Fie G=(V E) un graf nedirectionat. Un set / C V' de noduri este independent daci pentru toate nodurile ij € /, 6T
(i,j) € E. Un set independent / este maximal daca orice set /’ care il contine strict pe / nu este independent. Scopul
este de a determina un set maximal independent al lui G. Mai exact, orice nod al cirui index este in / trebuie,
eventual, sa scoata la iesire winner (cdstigdtor), adici trebuie s seteze valoarea unei variabile de stare status la

valoarea winner, iar fiecare proces care nu este in / s seteze aceeasi variabilid de stare status la valoarea loser.
N . . . --79
In cele ce urmeaza, voi prezenta un algoritm care rezolva aceasti problema. Acest algoritm poarti numele

LubyMIS [3].
Algoritmul se bazeazd pe o schemi iterativd, in care un set independent arbitrar nevid este selectat din -89
nodurile grafului G. Nodurile care apartin setului sunt scoase din graf impreuna cu toti vecinii lor. Procesul se
repeta pana cand se identificd un set maximal independent. Daca ¥ este un subset al nodurilor grafului, voi
folosi notatia nbrs(W) pentru a denota vecinii nodurilor din W.

Fie graph o variabila compusi (de tip record sau struct) care are componente cAmpurile nodes, edges, nbrs, -101
initializate la valorile avute initial in cadrul grafului original G. Pseudocodul algoritmului este:

while graph.nodes # ® do

alege un set nevid /° C graph.nodes care sunt independente in graph. - 105

L=1url’

graph: =subgraful indus al grafului G pe un subset W al acestuia (subgraful (W.E’), unde E’ este setul de arce ce

conecteazd nodurile din W)
-- 109

end while

Nu este dificil de observat cd aceasta produce intotdeauna un set maximal independent. Pentru a vedea de ce
este independent, este de remarcat cd la fiecare runda a algoritmului, setul selectat /” este independent, iar eu am
eliminat explicit toti vecinii ce au arce care intrd in setul /. Pentru a vedea de ce este maximal. trebuie remarcat
ca singurele noduri ce sunt eliminate din graful original sunt vecinii nodurilor ce se adaugi la /.

-- 111
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Intrebarea cheie a acestui algoritm este cum se alege setul / la fiecare iteratie, intr-o aplicatie distribuitd. Aici
intrd in calcul randomizarea. La fiecare iteratie, fiecare proces i alege un intreg va/; in intervalul [1,...n".
valoare randomizatd, folosind distributia uniforma. Motivul folosirii valorii n* este ci aceastd valoare este
suficient de mare in asa fel incét, cu o mare probabilitate, toate procesele din graf vor alege valori distincte.
QOdata ce procesele au ales aceste valori randomizate, definesc /” constituit din nodurile / a cdror valoare a
variabilei de stare status este winner, adica acele noduri / pentru care val;>val, pentru toti veciniij a lui i. Astfel,
se obtine, in mod evident, un set independent deoarece doi vecini nu se pot simultan infringe unul pe celalalt.

In aceastd implementare, este posibil, dacd valorile randomizate sunt alese nefavorabil, setul 7’ si fie vid
pentru anumite iteratii. Aceste iteratii (stagii) vor fi inutile, nerealizind nimic. Presupunind ca algoritmul nu
ajunge in punctul in care realizeaza doar stagii inutile (este vid la acestea), putem ignora aceste stagii inutile si
putem declara ca acest algoritm este corect. Vor trebui, totusi, analizate aceste stagii inutile. Urmeaza definitia
formala a algoritmulut.

Algoritmul lucreaza in stagii, fiecare stagiu avand trei runde.

Runda 1: In prima runda a stagiului, procesele isi aleg valorile randomizate val si le trimit vecinilor. La
sfarsitul rundei 1. cind toate valorile va/ au fost receptionate, castigatorii (procesele din /), stiu cine sunt.

Runda 2: In runda doi, céstigitorii isi ingtiinteaza vecinii. La sfarsitul rundei doi, nodurile perdante, adica
procesele avand vecini in /°, stiu cine sunt.

Runda 3: In runda trei, fiecare proces perdant isi Instiinteazd vecinii. Apoi, toate procesele implicate
(céstigatori, perdanti si vecinii perdantilor) elimind nodurile si arcele respective din graf. Mai precis, aceasta
inseamna ca perdantii si castigdtorii incheie participarea dupa acest stagiu, iar vecinii perdantilor elimind toate
arcele care sunt incidente 1a nodurile proaspdt eliminate.

Voi descrie in cele ce urmeaza algoritmul intr-un mod mai formal. Fiecare proces foloseste o functie speciald
numitd rand, care se aplica la fiecare runda Inaintea aplicarii functiilor msgs; si frans,. In cele ce urmeaza, voi
folosi random pentru a indica o alegere randomizati din intervalul [1,....n"], folosind distributia uniforma.

Pseudocodul algoritmului:
stari;:
round € {1,...,n"}, initial arbitrar
awake, variabila de tip Boolean, initial frue
rem-nbrs=G-I (vecinii nodurilor ce apartin de 1)
rand;:
if awake and round=1 then val: =random
msgs;:
if awake then
case
round=1;
send val catre toate nodurile din rem-nbrs
round=2;
if status=winner then
send winner citre toate nodurile din rem-nbrs
round=3;
if status=Iloser then
send loser citre toate nodurile din rem-nbrs
endcase
trans;:
if awake then

case
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round=1,;

if val>v pentru toate valorile v ce vin de la vecini then status: =winner
round=2;

if un mesaj de winner soseste then status: =loser
round=3;

if status €{winner,loser} then awake: =false

rem-nbrs: =rem-nbrs - {j: un mesaj loser soseste de la J}

endcase

round: =(round+1 mod 3)

2.2 Analiza algoritmului

Dupa cum am amintit, presupun ci algoritmul nu realizeazi numai ciclii inutili (in care setul /” este vid). Fac
afirmatia cd numarul de arce eliminate la fiecare rundi a algoritmului este o constanti egali cu o fractiune din

numarul total de arce al grafului initial. Fie graful G=(V,E) §i, pentru un nod arbitrar i €V, se defineste:

1
sumi) =Y —~ M
jé%rx,- d(J)

unde d(j) este gradul lui j in graful G (numérul de arce ce pleacd de la j citre vecinii sdi). Urmitoarea lemi arati
probabilitatea ca un nod / si faci parte din vecinii nodurilor din setul 7’

LEMA 1 Fie I definit ca un subgraf independent al lui G la un anume sta giu al algoritmului. Pentru orice i din
graf, inaintea stagiului respectiv, probabilitatea ca acesta si faci parte din vecinii nodurilor din setul I” este:

sum(i) ’ lj
2

I .
Pr[z' € nbrs(I' )]2 7 mm( )
Folosind lema 2, se obtine numirul de arcuri eliminate la un stagiu din cadrul grafului:

TEOREMA 2 Numirul de arce eliminat din G la un singur stagiu este cel putin E/8, unde E este numirul
total de arce ce ies dintr-un nod.

Demonstratie Algoritmul asigura faptul ci fiecare arc cu cel putin un capat in nbrs(l’) este eliminat. Urmeaz3
cd numdrul de arce eliminat este cel putin:

%Za’(i) -Prli € nbrs(1")] 3)

Aceasta relatie este adevarata deoarece fiecare nod 7 are probabilitatea indicatd in lema 1 de a avea un vecin
in /. Daci acesta este cazul, atunci i este eliminat ceea ce cauzeazi stergerea tuturor arcurilor sale incidente d(i).
Factorul % este prezent pentru a compensa posibila supranumarare a arcurilor, deoarece fiecare arc are doui
capete care pot cauza stergerea sa.

Prin inlocuirea lemei 2 in expresia 4, obtinem:

éZd(i} - min(su%(i),lj )

54

Despartind aceastd expresie dupa termenul mai mic din expresia cu min, expresia (5) devine:

11
—| = d(i)- sum(i) ©)
8 2 z:,s’u;U)<2
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in caz ci primul termen al expresiei min este mai mic sau

> d(@) (6)

isum(i)=2

in caz ci al doilea termen al expresiei min este mai mic. Inlocuind definitia pentru sum(i) din ecuatia (1) rezultd:

G |
L > 20 J )

1sum(i)<2 jenbrs;

in caz ci primul termen al expresiei min din ecuatia (5) este mai mic sau

2 2 2 (8)

isum(i)=2 jenbrs;

in caz ci al doilea termen al expresiei min din ecuatia (4) este mai mic.

Fiecare arc nedirectat (i,j) contribuie de doud ori la sumdrile anterioare, cite o data pentru fiecare directie. In
fiecare caz, suma acestor termeni este mai mare decat 1, deci totalul este cel putin g .
Teorema 2 poate fi folositd la urmatoarea lema:

1
LEMA 3 Cu o probabilitate de cel putin 1_6 numirul de arce eliminate din G intr-un singur stagiu este cel

E

putin —.
16

3. Concluzii

Tehnica randomizirii este folositd frecvent in algoritmii distribuiti. Scopul lor principal este de a rupe
simetria. De exemplu, algoritmul de alegere a liderului nu poate fi rezolvatd in grafuri generale de procese
deterministice, fara UID. Fari valoarea unicd a UID, este imposibil sa se rupd simetria si, deci, algoritmul sa
functioneze corect.

O problemd care o ridicd algoritmii randomizati este ca garanteaz corectitudinea cu o probabilitate mare, nu
cu certitudine. In designul acestor algoritmi trebuie avut grija ca proprietitile cheie ale acestora sa fie definite cu
certitudine, si nu cu probabilitate, fie ea si ridicata. In algoritmul randomizat, prezentat mai sus, este garantatd
corectitudinea acestuia atita vreme cit marimile va/ din intervalul [1,....n *] sunt unice. In caz contrar, algoritmul
nu mai functioneazi corect. Existi chiar o posibilitate (cu probabilitate foarte aproape de zero) ca toate procesele
sa aleagd 1n mod repetat aceeasi valoare, astfel blocand progresul algoritmului. Daca aceste scaderi sunt serioase
sau nu, depinde de aplicatia la care este folosit. [n cazul sistemelor distribuite de mésura si control, se constatd ca
acesti algoritmi dau, in general, rezultate foarte bune.
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