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Rezumat: In lucrare se propun variante matricial-vectoriale pentru calculul unor indicatori ai distributiei probabilitatii gradelor si a
misurii nivelului de apropiere a nodurilor retelelor complexe din domeniul financiar-bancar, in vederea depistarii in retea a unor
aglomeriri de arce §i noduri numite COMUNITATL in acest scop, s-a introdus notiunea de vector caracteristic al unui nod din refea.
Acest vector este singura informatie initiald, disponibild pentru evaluarea parametrilor retelei. Totalitatea vectorilor caracteristici
formeaz matricea de adiacentd a retelei analizate. Se are in vedere numai tipul retelelor reprezentabile prin grafuri neorientate. Sunt
dezvoltate si adaptate, ca indicatori de evaluare a prezentei aglomerarilor in retea, unele concepte cunoscute, cum ar fi: abaterea
pitratici medie dintre vectorii caracteristici ai nodurilor, distanta dintre vectorii caracteristici, corelatia dintre acesti vectori etc. Este
prezentat un studiu de caz.
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1. Elemente preliminare privind retelele complexe

Intr-un sistem social, multi agenti economici colaboreazi, interactionfnd unii cu ceilalti si
interinfluentandu-se reciproc. Aceste colaborari au loc in cadrul unor grupuri de colaboratori preferati, in
functie de specificul activititii, sau grupati dupd alte criterii ori interese. Studiul si analiza unor astfel de
sisteme complexe reale se poate face pe baza unor date experimentale, stocate in baze de date despre
legaturile si tranzactiile financiar-bancare dintre agentii care fac parte din marea familie a agentilor
comerciali [5], [6].

Fie multimea firmelor V={v1,v2,v3,v4,....,vN}={1,2,.. N}, reprezentate prin aceeasi bancd
financiard. Legaturile dintre aceste firme sunt exprimate de tranzactiile financiare, care sunt reprezentate
prin transferurile dintr-un cont in altul. Dacd intre oricare pereche de conturi existd cite o singurd
tranzactie, numarul total de tranzactii posibile este:

M =N(N-1)/2 1

si corespunde numdrului total de legaturi posibile intre diverse perechi de noduri din cele N. Spre exemplu,
daca N=3 cele trei legaturi posibile sunt: (1,2), (1,3) si (2,3). Dacd insd se considerd legaturi posibile ale
nodurilor cu ele ingile (bucle elementare in retea), atunci numérul total de legaturi posibile este:

m=n(n+1)/2 2)

in care n reprezintd numarul de noduri al retelei, iar m este numérul total de arce intre fiecare si toate
celelalte inclusiv arcele de la fiecare nod la el insusi. Pentru a trage o concluzie referitoare la
complexitate, subliniem ci existd intotdeauna si alte procedee de modelare a sistemelor complexe, decét
cele clasice, bazate pe divizarea acestora in componente simple (primare). Unul dintre aceste noi
procedee ar putea consta in simularea intregului sistem cu toate componentele sale pentru a identifica si
evalua numeric anumite proprietiti ale sistemului in ansamblu. Stabilirea unor proprietéti ale grafurilor
ajuti la studierea retelelor pe care le reprezintd. Evaluarea incerta (fuzzy) a unora din proprietati este, de
cele mai multe ori, preferabild fatd de rezolvarea precis, matematicd, deoarece in cazul retelelor cu grad
ridicat de complexitate este mult mai importantd evolutia si proprietatile retelei, decat rezultatul
matematic ce decurge din analiza grafului retelei.

,.Sistemele complexe” nu sunt inci foarte bine definite in domeniul stiintific care le studiaza si nici ca
limbaj si terminologie nu s-au stabilizat. O definitie uzuald ar fi: un sistem complex este un sistem ce
contine mai multe entitdfi care interactioneazd, entitdi al cdror comportament nu poate fi explicat
singular astfel ca sd se evalueze comportamentul sistemului in ansamblu, pornind de la comportamentul
unei entitdti individuale.

Clasificarea retelelor complexe se face dupa diverse criterii, cum ar fi:

e specificul domeniului real din care provine procesul pe care-] reprezinta (retele economice; retele
tehnologice; retele informatice; retele de suprastructura; retele hidrografice; retele biologice; retele de
invitimant; retele sociale; retele de colaborare stiintifica etc.);

e tipul de graf al retelei (graf neorientat-figura 2, graf orientat, graf neorientat bipartit, graf orientat
bipartit-retea Petri, retele mixate, retele comunitare (figura 1) etc. );
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o caracterul determinist ori aleator al sistemului real (retele deterministe , retele stocastice);

e extinderea geografica (retele globale, retele nationale, retele regionale, retele locale);

e numirul egal de vecini ai tuturor nodurilor (retele regularizate-de tip grild cu ochiuri egale , retele
neregularizate).

 RETEA COMPLEXA DE TIP COMUNITAR (cu 3 comunitati: X, ¥, Z)
Comunitatea 2 / : o e e

: ’jnc:m;'ntmi;atéax :

Comumitatea ¥

Figura 1. O retea de legituri intre agenti economici de doui categorii (IMM-uri diverse, grupate in
jurul unor intreprinderi mari, care se aflii in centrul diverselor aglomerdri sau clusteri)

Pentru 1000 de firme reprezentate de cétre o bancd financiard rezultd un numir de peste jumatate de milion
de tranzactii. Daca se tine cont de faptul ca existd mai multe tranzactii intre firmele din aceeasi pereche rezultd
dimensiuni enorme ale bancii de date, care pastreazd istoricul tranzactiilor financiare. Aceste date stocate sunt
utilizate pentru studiul retelei respective. O prima utilizare a acestor date existente este construirea unei imagini
grafice, precum cea din figura 1, in care multimea nodurilor grafului reprezintd totalitatea agentilor, iar arcele-
liniile de legaturd dintre noduri-exprima tranzactii financiare dintre diversi agenti. n acest graf, mulfimea
nodurilor este V={ V1,V2, ..., VN}={1,2,3,....N}, iar multimea tranzactiilor (arcelor), intre conturile celor N
firme,este E={el, €2,....em}.

Acestui graf al retelei complexe i se pot pune in corespondentd cei N vectori de vecini ai tuturor
nodurilor. Acesti vectori caracteristici ai nodurilor retelei sunt utilizati pentru calculul unor indicatori de
caracterizare locald, care permit sa s€ raspunda la intrebdri de genul:

e Care este lungimea medie a unui lant (drum) de firme colaboratoare?
e Care este numirul de colaboratori directi ai fiecdrei firme?
e Care este densitatea legiturilor in retea a fiecirui agent in raport cu ceilalti?

e ectc.

Un al doilea scop al utilizarii datelor empirice, care au stat la baza construirii grafului, este obtinerea
unor raspunsuri privitoare la comunitatea agentilor economici, reprezentati prin nodurile retelei complexe,
construita pe baza datelor empirice initiale §i a caracteristicilor locale, obtinute la pasul precedent. Prin
analiza statistica a retelei se cautd raspunsuri la intrebéri de genul:

e care sunt grupurile de agenti uniti intre ei prin legturi de colaborare si interese reciproc avantajoase?

e cat de intense sunt legaturile dintre aceste grupuri la care liantul dintre agenti este colaborarea cu
firma fanion din grup?

e care din agenti au influentd mai mare asupra altora?
o existd faramitari (descompuneri in grupuri mici) si ce a determinat aceastd fardmitare?
e care din conexiuni sunt cruciale pentru functionarea grupului?

A treia destinatie a datelor empirice, dupi prelucrarea lor statistica, este construirea unui model
matematic sau a unui model computerizat imitativ (metoda Monte Carlo) pentru procesele care au loc in
sistemul retelizat. Acest model permite:
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e efectuarea unor analize privind prognoza evolutiei in viitor a retelei;
L] prevenirea unor catastrofe;
e  apdrarea retelei de anumite atacuri din exteriorul retelei, in cadrul luptei concurentiale legale dintre banci;

e depistarea scurgerilor de informatii din retea etc.

Aceste probleme specifice retelelor complexe sunt rezolvate pe baza informatiilor extrase din matricea
de adiacenta si unele caracteristici locale ale nodurilor retelei.

Un vector A; asociat nodului i din graf are N elemente (k=g;;... ay... ay) corespunzatoare celor N
noduri ale retelei:

Ai = [ailaaiZ:' . '5aiN]> (3)

in care a;=1 dacd nodul j din retea este vecinul lui i (adica, dacd intre nodul i si nodul j existd un singur
arc de lungime L=1 ) si ;= 0 in caz contrar. Vectorul (3) il numim vector de vecinitate sau vector
caracteristic al nodului i.

O caracteristicd importantd a fiecirui nod este gradul nodului sau, respectiv, numarul de vecini ai
nodului. Acesta este calculat prin Insumarea termenilor vectorului A;. Pentru nodul i, gradul este notat k;:

ki=ai1+‘..+aiN=AixAi’, (4)
in care s-a notat cu A;’ vectorul caracteristic transpus.

Un alt concept in teoria grafurilor este drumul dintre dou# noduri i §i j. Acesta este definit ca o secventa de
noduri consecutive {i+1,i+2, ...,j-1,j} sau, respectiv, secventa de arce care leagd nodul i de nodul j: {(i+1, i+2),
(i+2, 1+3),...,(-1,j)}. Un circuit este un drum care se inchide in nodul din care a pornit. Un circuit de 3 arce se
numeste triunghi. Un drum elementar este un drum in care nici un nod nu apare de mai multe ori. Un circuit
elementar este un drum 1n care nu apare decat primul nod de dou ori. Lungimea unui drum este numarul de
arce pe care le contine sau numarul de noduri minus 1. Drumul, pornind din nodul i si termindndu-se in nodul j,
cu cea mai mica lungime posibild, se numeste geodezica dintre i si j. Lungimea geodezicei dintre i si j se
numeste distanta dintre i si j, se noteaza cu d(i,j) si exprima numarul de arce, pe cel mai scurt drum dintre i §i j.
Multimea de noduri(I'i ) plasate la distanta 1 de nodul i se numeste vecinatatea lui i. Distanta maxima dintre i la
oricare alt nod din graful G se numeste centricitatea nodului i. Cea mai mare valoare a centricitatii dintre toate
nodurile se numeste diametrul grafului, iar valoarea minimald se numeste raza grafului. Distantei medii i se
spune des caracteristica lungimii drumurilor. Acesti parametri se pot stabili pe baza vectorilor de vecinatate ai
nodurilor. O submultime W de noduri cu o submultime de arce (definite pe W cu reprezentare in E) se numeste
subgraf. Se spune cd un subgraf este maximal in raport cu anumite proprietdti dacd nu poate fi extins fard
pierderea proprietdtii respective. Daca vorbim despre subgraful maximal al unei multimi de noduri V'C V, ne
referim la graful (V', E"), unde E’ este o submultime {i,..., j} € E, unde i,je V. Un subgraf maximal dintre doua
noduri se numeste diadd; un subgraf maximal de trei noduri si doud arce, se numeste triadd, un subgraf
maximal de trei noduri si trei arce, pe care se poate executa o deplasare n circuit inchis, parcurgand toate cele
trei arce, se numeste triunghi.

Cercetérile experimentale, [1], au consemnat faptul c& numeroase retele din domeniul financiar-bancar au
un aspect de structurd comunitard (“community structure) adicé, grupuri relativ distincte de noduri si arce.
Agentii economici au tendinta sd dezvolte afaceri si tranzactii financiar—bancare in cadrul unor grupuri
(comunitati) la care se afiliazd, conform unor interese similare, domenii comune de activitati si afaceri sau a
unor afectiuni reciproce. in modelul adoptat al retelei, fiecare din agenti este reprezentat printr-un nod, iar
legaturile tranzactionale dintre ei, prin arce. Fiecare din grupuri formeaza asa - zise comunititi de noduri legate
intre ele printr-o mare densitate de arce, iar comunitétile intre ele sunt conectate printr-o densitate mica de arce,
cain figura 1, In care sunt evidente trei astfel de comunitéti: X, Y si Z.

Scopul acestei lucrari este elaborarea si testarea unor metode destinate identificarii aglomerdrilor de noduri
de tip comunitar pe baza evaludrii similitudinii nodurilor perechi. Cunoasterea caracteristicilor unei retele
permite o alocare mai rationald a resurselor si o exploatare eficientd a acesteia, In concordanta cu interesele
clientilor, dar si cu scopul asigurarii unui randament adecvat functionrii acesteia. in cazul unor retele de mari
dimensiuni, nici nu poate fi vorba de rezolvarea acestor aspecte doar empiric, prin inspectarea vizuald a datelor
disponibile privind tranzactiile financiar - bancare dintre clienti. Pentru analiza retelei asistatd de calculator si
identificarea grupurilor comunitare, se intrevéd trei cai.

Prima cale consta in selectarea unor subgrafuri corespunzatoare in retea pe baza identificarii unor noduri
sau a unor arce cu caracteristici speciale, prezente in retea.

Revista Roméana de Informaticé gi Automatica, vol. 15, nr. 4, 2005 45




Dous noduri din retea sunt considerate structural echivalente daca ambele au aceiasi vecini. Echivalenta
structural’ exactd este rar intalnita, dar echivalenta structurald aproximativa este folositd ca bazi, In aga-numita
metods a clusterizirii ierarhizate, descrisa mai jos. De exemplu, dacd se constata ci cinci noduri au muli vecini
comuni, aceasta poate fi un semn ca avem de-a face cu un grup comunitar. Aceastd metodi de identificare n
retea a unor aglomerari de arce de tip comunitar o numim ,,metoda analizei arcelor”.

A doua cale constd in determinarea vectorilor proprii ai matricei de incidentd a retelei si pe baza unor
proprietati ale acestor vectori se identifica aglomerdrile de tip comunitar, prezente in retea. Structura
comunitari a retelei poate fi evidentiata si prin inspectarea matricei de adiacentd, dupd cum se poate constata
din exemplul de retea din figura 2 (in care este prezentat atat graful, cit §i matricea de adiacentd a retelei).
fntrucét retelele complexe din domeniul finaciar — bancar sunt de foarte mari dimensiuni, metoda depistérii
aglomerarilor de arce, prin inspectare vizuald a grafului retelei sau a matricei de adiacentd, este exclusa.
Identificarea acestor aglomerdri se poate face numai prin metode de calcul adecvate cu asistarea de catre
calculator a intregului proces de identificare.

2. Caracteristici structurale cantitative ale nodurilor si arcelor [4]

Dacd prima sectiune furnizeazd informatii despre modul in care se poate evalua probabilitatea
existentei unor clienti valorosi ai bancii, in sectiunea 2, se determina indicatori ai retelei care permit sd se
precizeze care sunt acesti clienti valorosi ai bancii.

2.1. Gradul si distributia gradelor in retelele complexe. Studiu de caz

Gradul poate constitui un indicator deosebit de util pentru analiza schemelor complexe, asociate retelelor.
Gradul este un mod de a misura importanta unui nod si chiar a unui grup. Pentru multe tipuri de retele reale,
nodurile, caracterizate prin grade de nivel ridicat, au rolul de centru pentru multimea inconjurdtoare de noduri de
grad mai scdzut. Se poate spune cd gradul este o masurd a centralitdtii locale. Principala caracteristicd de structurd
a unei retele este distributia de densitate a gradului-distributia graduald. Datele experimentale au condus la
urmitoarea constatare privind distributia gradelor in cazul refelelor complexe din domeniul financiar bancar: ,,in
retea sunt dese nodurile de grad scazut si sunt rare cele de grad inalt”. Aceastd constatare s-a facut pe o retea cu
N=1000 de noduri care corespund celor 1000 de agenti economici care efectueazi tranzactii in cadrul aceleiasi
banci financiare. Leggturilor tranzactionale dintre clientii bancii, le corespund arcele Intre nodurile refelei
analizate. in cadrul analizei, se efectueazi o ierahizare a nodurilor dupa frecventa de aparitie a diferitelor grade.
Spre exemplu, in studiul de caz facut, s-a constatat ¢4, din cele 1000 de noduri, 175 au un singur vecin, deci gradul
k=1, iar frecventa de aparitie este p(k=1) =175/1000. Pentru nodurile de grad k=2, s-a observat o frecventd de
aparitic mai mica p(k=2)=90/1000 etc. Daca N este suficient de mare, o astfel de frecventd, p(k), exprima
probabilitatea de a ntélni un nod de grad k, in cazul inspectirii nodurilor din retea.

T T T L — T — - T
Probabilitatile de aparitie a 32 tipuri de agenti(noduri)
din reteaua de clienti cu 1000 de noduri -

0175 0.09 0.072 0.062 0.062 0.053 0.053 0.045 0.04 0.038
0.035 0.028 0.026 0.025 0.023 0.021 0.018 0.016 0.016 0.014 |
0.014 0.013 0.012 0.01 0.009 0.007 0.006 0.006 0.004 0.003
0.002 ] 0 1] 0 o o 0 1]

3 b B

Figura 2. Histograma unei retele complexe din domeniul financiar - bancar, cu 1000 de noduri
clasificate in 32 tipuri de noduri care diferd intre ele prin pumirul de vecini
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Acest tip de distributie specifica unor retele din lumea reald este denumiti distributie exponentiala (adicd
functia de densitate a probabilitatii p(k) este o functie exponentiald de gradul k al nodurilor). Aceasta functie de
distributie a probabilititilor, de a Intdlni in retea un nod de grad k, este de forma:

p(k) = ak”, (5)
unde a si b sunt constante [4].
Importanta cunoasterii functiei (5) de distributie a probabilititilor gradelor in reteaua tranzactiilor
bancare, deriva din faptul cd, pe baza acesteia, se pot raspunde la Intrebéri de genul:
e care este probabilitatea ca in banci si existe clienti care efectueazi tranzactii financiare lunare cu cel putin
10 clienti ai bancii ?, dar cu 40?;

e cunoscand parametrii functiilor de distributie, P1 (k) si P2(k), pentru doui societdti financiare diferite, se
poate raspunde la intrebarea, ,,care dintre banci are mai multi clienti valorosi?” etc.

2.2. Estimarea parametrilor distributiei exponentiale

Parametrii distributiei exponentiale (5) pot fi estimati pe baza datelor experimentale (de exemplu, cele
afisate in figura 2). in continuare, au fost propuse si testate trei metode de estimare a parametrilor din
modelul propus pentru functia de distributie a probabilititilor de aparitie in retea a unui nod de grad k.
Metoda cea mai adecvatd pentru estimare in studiul de caz va fi consideratd cea pentru care suma
patratelor erorilor este cea mai mica.

Metoda 1 de estimare. Parametrul a poate fi aproximat prin valoarea probabilitatii nodului de grad
unitar: a=p(k=1), In acest caz, iar relatia (5) devine:

Pigo = Pany k7, (6)

in care p(k=1) este determinat din datele experimentale. In studiul de caz, pentru care rezultatele sunt
afisate in figura 2, rezultd pg-1y=0,175. Celalalt parametru, b;, al functiei exponentiale de distributie,
rezultd din (6), pentru k=10:

bl=log p(k=1) - log( p(10))
Pentru datele experimentale, din studiul de caz, se obtine,
bl=log(.175 ) —log(.0038)=1.663,
iar modelul din (6) devine:
pl (k)= 0,175 k™% (7

Erorile e(k), de reprezentare a datelor experimentale p(k) prin modelul p1(k) din (7), sunt exprimate
prin diferentele, e(k )= p(k) - p1(k).

Suma pétratelor erorilor SPE1, in acest caz devine:

SPE1 = Z (p(k)=0,175 -k~)* = 0,02 8)
k=1

n care p(k) reprezintd cele 40 de valori numerice ale probabilitatilor, determinate experimental si afisate
in figura 2.

Metoda 2 de estimare. In acest caz, se considers cunoscut parametrul a=0,175, la fel ca in primul caz dar,
celdlalt parametru b, se determind prin metoda celor mai mici pétrate (CMMP) monodimensional [7]:

40
b, = arg(min{ Y (p(k) - 0,175k7*)*}) )
k=1
in care p(k) reprezintd cele 40 de valori numerice ale probabilitdtilor, determinate experimental si
reprezentate in figura 2, iar modelul din (5) este:

pa(k,b; )=0,175 k ~** (10)

Erorile e(k), de reprezentare a datelor experimentale p(k) prin modelul p,(k) din (10), sunt exprimate
prin diferentele e(k)=p(k)-p.(k,b,). Aceste diferente sunt functii de parametrul b, care inci nu a fost
calculat. Suma patratelor erorilor V(b,), in acest caz, devine o functie de b,:
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v (5,)= 3 (pU) - palkba))’ = 3 (p(k) - 0,175 £ an

Din graficul acestei functii, prezentat in figura 3, se observa ¢4 minimul se obtine pentru by=4.
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Figura 3. Graficul evolutiei sumei abaterilor patratice V(b2) in functie de valorile parametrului
Pentru aceasta valoare, suma patratelor erorilor, in studiul de caz, rezultd:
40 "
SPE2 = 3 (p(k)—0,175k™)" = 0,03 (12)
k=1

Metoda 3 de estimare. in acest ultim caz, s¢ determind prin metoda CMMP bidimensionald, ambii
parametri (atat a, cAt §i b):

40
[ag,b31=arg(min{kz_lwck)—aak‘“)z}) (13)

o
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o
o
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o
ey
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valoarile exponentului b
o
~

0.65

0.

0.55

05 T e et i e .
0.156 0.155 .16 0.165 0.17 0.175 X 0.2

valoarile parametrului a

Figura 3. Graficul evolutiei liniilor de izonivel ale sumei abaterilor pétratice V(bs,a;3) In functie de
valorile parametrilor a;sibs

in acest caz, trebuie minimizata suma patratelor, care este functie de doi parametri:

40
V(aaabs)kZ(P(k)“ask_ba)z (14)
=1
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Pentru aceasta, s-au construit liniile de izonivel ale acestei functii, variind pe a intre 0,5 si 2, iar pe b |
intre 1 si 20. Imaginea grafica a liniilor de izonivel este prezentatd in figura 4. Din aceastd figurd, rezultd
valorile optime (care minimizeaza functia V):

33:0,71 . b3=0,184
Suma patratelor erorilor, in acest caz, rezulta:

40
SPE3 = Y (p(k)— 0,71k *'3)? = 0,004
k=1

e ! ! ! ! ! ': 1
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-
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Figura 4. Graficul evolutiei liniilor de izonivel ale sumei abaterilor patratice V(bs,as) in functie de
valorile parametrilor a; i b;

fn concluzie, metoda care oferd cel mai precis model al distributiei probabilitatilor este Metoda 3.

‘; 3. Metode de analizi a similitudinii si importantei nodurilor retelei

in retele, similitudinea Intre un nod i si un nod j, este determinatd prin formule care exprimé cu

precizie masura acesteia. Aproape in toate cazurile, conceptul de similitudine poate fi exprimat prin

notiunea de distantd. Echivalenta structurald a doud noduri are loc numai dacd nodurile au toti vecinii

comuni (atunci distanta dintre multimile vecinilor celor doud noduri este nuld). Relaxnd aceastd

[ restrictie, se poate defini distanta ca fiind masura similitudinii dintre doud multimi de vecini. Aceasta
l reprezint prima cale de evaluare a similitudinii.

Cea mai simpld definitie a similitudinii este un echivalent al distantei Hamming si anume distanta
exprimatd prin numérul n; de vecini similari (adic3, comuni) ai nodurilor i §i j. Dacd nu exista nici un vecin
comun distanta dintre noduri se poate considera maxima. In caz contrar, daca toti vecinii celor doua noduri
sunt comuni (adicd si nodul i si nodul j au aceiasi vecini) distanta dintre noduri se poate considera nul.
Aceasta reprezinti a doua cale de evaluare a similitudinii.

] in relatia de calcul a distantei Hamming x;; se folosesc elementele liniilor A; si A;, aferente nodului i
respectiv nodului j, din matricea de adiacentd a retelei A. Acesti vectori, Ai si Aj, reprezintd vectorii
caracteristici ale celor doud noduri.

A treia cale constd in analiza statistica a vectorilor caracteristici prin determinarea probabilitatii de
aparitie in retea a nodurilor de diverse grade. Din acest punct de vedere, existd o reguld empiricd, valabila
pentru retelele complexe, in general, dar cu precidere este valabild pentru retelele complexe din domeniul
financiar bancar: nodurile de grad mic au o probabilitate mare de aparitie (si viceversa) .3.1 Evaluarea
distantei intre noduri vecine prin abaterea medie pétraticd

Similitudinea sau gradul de asemdnare dintre vectorii caracteristici a doua noduri din retea poate fi
exprimatd prin distanta Hamming, propusid de M.E.J. Newman tn lucrarea sa [2]. In continuare, se
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propune ca masura a similitudinii, abaterea medie pétraticd X intre elementele celor doi vectori
caracteristici, A; si A; de dimensiune N, aferenti nodurilor comparate:

N
kzl(aik—ajk)z
X ==

in care N, reprezintd suma gradelor celor 2 noduri (adicd suma totald de vecini Ni si N; ai celor 2 noduri
ale retelei), iar a; si aj sunt clemente ale matricei de adiacentd de pe liniile i si j ale acesteia. Deci, ay si
aj sunt elemente ale celor doi vectori caracteristici, aferenti nodurilor comparate. Din relatia (5), se
observa ca, in cazul in care cei doi vectori caracteristici, A; si Aj, sunt egali (adicd vecinii sunt toti comuni
sl ay=ay pentru k=1, 2 ,... ,N,) gradul de asemanare Xij*=0. Daca nodurile i si j nu au nici un vecin

comun, atunci distanta este maxima, Xij*=1, deoarece suma pétratelor
N 2

Sp=2(ax —au) (16)
k=1

este egald cu N,.

Forma vectoriald a expresiei de calcul a sumei patratelor este:

Sp=(Ai-A) x (Ai - A )’ a7
Pe baza acestei relatii, se poate calcula distanta:
X = Sp (18)
1 N

v

In figura 6, sunt prezentate rezultate ale calculului abaterii medii patratice intre vectorii caracteristici
aferenti retelei a carui graf este reprezentat 1n aceeasi figura.

3.2 Metoda evaluirii distantei dintre multimile de vecini ai nodurilor comparate

Distanta dintre doud multimi (seturi) si S; de vecini ai nodurilor i respectiv j se poate exprima prin raportul
dintre numarul vecinilor necomuni si numérul total de vecini (suma vecinilor primului nod si a vecinilor
nodului secund) cu relatia:

numarul de vecini necomuni)
=t (19

(totalul de vecini)

Se observa din relatia (19) ca, in cazul in care cele doua multimi coincid (toti vecinii sunt comuni),
| distanta este nula Xs=0. Daca nodurile i §i j nu au nici un vecin comun, atunci distanta X;=1. In figura 5,
este prezentat un caz in care primul nod are 8 vecini, iar celalalt - 11 vecini (totalul fiind 16).

Figura 5. Multime formati din 16 vecini ai nodurilor i (care are in total 8 vecini ) si j (care are in
total 11 vecini), din care 3 vecini sunt comuni, iar 13 necomuni

Reuniunea celor doud multimi de vecini este compusa din 16 noduri, iar intersectia contine 3 vecini
comuni. Aplicind relatia (19) rezulta distanta:
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(16-3) 13
S (16+3) 19

0,68

3.3. Metoda evaluirii distantei dintre vectorii caracteristici ai nodurilor comparate

in continuare, transpunem ideile de mai sus intr-o reprezentare vectoriald. Pentru subgraful din figura 3, se
pot scrie vectorii caracteristici aferenti nodurilor i si j ale subgrafului care corespund liniilor A; si A ale
matricei A de adiacentd a retelei din care provine acest subgraf. Acestia sunt doi vectori a ciror dimensiune este
egald cu numérul de noduri ale grafului retelei si sunt descrisi de urmatoarele expresii:

k=1;k=2;k=3:k=4;k=5;k=6;k=7;k=8;k=9;k=10;k=11 k=12:k=13;k=14;k=15;k=1
A=[0000O011 111 1 11 1 1 1]
A=[1111111100 0 0 0 0 0 0]

Cunoscutul metalimbaj de programare Matlab, contine metainstructiuni pentru calcule matriciale element
cu element ale matricelor, fapt pentru care vom prezenta, in continuare, modul matricial de calcul a distantei X;
exprimata de relatia (19). Vom atentiona cu semnul ! faptul ci operatiile matriciale care urmezi dupa acest
semn, se efectueaza element cu element. Produsul termen cu termen al celor doi vectori A si Aj de mai sus,
este egal cu vectorul A; al vecinilor comuni:

A=l (AXA)=[0000 0111000000 00] (20)

In mod similar, se pot calcula vectorii vecinilor necomuni A;, si A, prin operatii de scadere a vectorului
vecinilor comuni din vectorii caracteristici A; si A corespunzatori celor doud linii din A:

A=(A-A)=[00000000 1111111 1]
A=(ArA)=[11111000000000 0 0] @1

Folosind vectorii exprimati de relatiile (20) si (21), se obtine urmatoarea relatie de calcul matricial, element
cu element, a distantei dintre vecinii celor dou noduri:

3 (Ajp +Ajo)x(Aj +A )
(A +Aj)x(Ajp+A ) +2-(AyxAy)
in care s-a notat cu (A;;+Aj,)’ vectorul (Aio+ Ajo) transpus.

; 22)

Figura 6. Programul Matlab si rezultatul pentru calculul matricial cu relatia (12) a distantei X
dintre vectorii caracteristici ai nodurilor i §i j din reteaua prezentati in figura 3
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In cazul utilizirii relatiei (19), este necesard o investigare prealabild a matricei de adiacentd pentru
identificarea multimilor folosite in relatia respectiva. Deoarece sursa initiald de informatii este aceeasi, cele
doua relatii (19) si (22) dau acelasi rezultat. In figura 6, este prezentat atat programul Matlab, cét si rezultatul
obtinut cu relatia (22). Se observd ci rezultatul obtinut este X;=0,68421 si, deci, este acelasi cu rezultatul
obtinut prin calcul cu relatia (19): Xs= 0,68.

3.4. Metoda evaluirii coeficientului de corelatie intre vectorii caracteristici ai
nodurilor retelei [2]

Daca reteaua are N noduri j, atunci dimensiunea matricei de adiacentd A este xN. In acest caz, distanta
dintre noduri poate fi evaluati pe baza mediei si variantei valorilor de-a lungul liniilor matricei de adiacentd
(adicd a vectorilor caracteristici). Pe baza acestora se calculeazd coeficientii de corelatie Ry dintre vectorii
caracteristici i i j care poate lua valori Intre -1 si +1. Dacd cei doi vectori caracteristici nu au nici un vecin
comun Ry=-1, iar In cazul extrem opus - cind toti vecinii ambelor noduri sunt comuni Ry=1. Aceasta metodd
implicd parcurgerea cétorva etape preliminare de prelucrare a vectorilor caracteristici. Pentru a deosebi vectorii
de scalari, se folosesc litere ingrogate pentru identificatorii vectorilor. Metoda presupune o etapa preliminara de
centrare, prin valori medii si, respectiv, de normare, prin dispersii, a vectorilor comparati.

Centrarea si normarea vectorilor caracteristici. Pentru vectorul A; media my este scalarul egal cu suma
elementelor (calculata ca produs al vectorului cu transpusa acestuia Ai x Ai’) impartitd cu N:

A i * A i ’
Wy == (23)
Valorile centrate A ale vectorului A; aferent nodului i se obtin cu relatia:
A=A —my 24
Pitratul dispersiei vectorului este scalarul egal cu suma pétratelor elementelor vectorului centrat, Impértita cu N:
A.-A
G. 2 _ td ci (2 5)

' N
Normarea valorilor centrate, continute de vectorul A se face prin impértirea lor la varianta ¢ i, rezultdnd
vectorul caracteristic normat A; al nodului i:

i~ (26)

In mod similar cu relatia (26), se poate determina vectorul caracteristic cu valori centrate si normate
pentru nodul j:

A

(¢

g

Ay j= 27)
J

Calculul coeficientului de corelatie. Coeficientul de corelatie R;; intre vectorii i si j este un scalar si se
calculeaza impértind prin N produsul dintre vectorul caracteristic (26) si vectorul (27) transpus:

:Am Ay A Ay
N —Gi'Gj-N

R;

(28)
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Coeficientii de corelatie R intre vectorii _caractEfi,sﬁci'ai- retelei
0.6455

R(Aj: -1 -0091287 . 03 0091287 04 04 >
0091287 1 -0091287 - -1 -0.091287 -0.091287 -0.4714
0.3 -0.091287 170091287 04 04 06455
0.091287 -1 . 0.091287 1 0091287 0091287 04714
-0.4 -0.091287 04 0.091287 1 03 -0.2582 ’
0.4 -0.091287 04 0091287 03 1 -02582

0.6455 -04714 06455 04714 202583 - -02582 . 1.

Matricea de adi.acegta a grafului dgtgste A GRAFUL [ MICIRETELE

. gililo0000. . DETIP COMUNITAR
S A=1011001 L T ol e
1100000
0100110:
0001010
0001100
0100000

Figura 7. O retea mici de legituri intre 7 agenti economici (segment de retea complexa)
Se poate observa ca atunci cand toti vecinii sunt comuni, atunci (A=Ay), iar (o; = 6= 0). In acest caz,
relatia (28) devine:
Aci >(‘A‘ci‘ — Aci XAci’

29
o;x0;xN 62 xN @)

Rjj=AgiXAg; =

fnlocuind in (29) pe o; cu expresia sa din relatia (25)se obtine, in acest caz Ry=1 deoarece in (29) avem,
(Aq x Ag")=( 0> xN).

fn cazul extrem opus, cAnd nodurile nu au nici un vecin comun, Ry=-1 deoarece (Aq X Ay)= -(6*xN). Cazul
in care R;=0 corespunde unui caz intermediar in care fie este nul unul din cei doi vectori A sau Ay, fie ambii
sunt nuli. Aceasti anulare o poate provoca operatia de centrare prin valoarea medie m; sau my; a celor 2 vectori
caracteristici comparati A; si A;

in Matlab, existi comanda cu mnemonicul Corrcoef, care calculeaza toti coeficientii de corelatie intre
coloanele unei matrice. Sintaxa comenzii este:

R,= Corrcoef(A) 30)

si are ca argument o matrice oarecare A, intre coloanele cireia se calculeaza coeficientii de corelatie. Se
returneaz o matrice care pe pozitia R;j(A) contine valoarea coeficientului de corelatie dintre coloanele i si j ale
matricei A. Matricea R(A) care rezultd este simetricd, deoarece R;j(A)=Ryi(A). In figura 7, se prezintd o
miniretea cu sapte noduri, matricea A de incidentd a grafului retelei si matricea corelatiilor intre toti vectorii
caracteristici ai retelei calculata in Matlab, folosind instructiunea (20). Se observa ca, intruct vectorii A si Ag
nu au vecini comuni, se obtine: Ry=Ryy=-1, iar corelatiile vectorilor caracteristici cu ei 1nsisi sunt egale cu
unitatea si sunt reprezentate pe diagonala matricei R(A) din figura 7.

3.5. Centralitatea de vector propriu [1]

O mult mai sofisticatd versiune a aceleiasi idei este aga numita centralitate de vector propriu, ,.eigenvector
centrality”. fn timp ce simplul numér de arce care se intalnesc in nod exprima centralitatea de grad a nodului,
centralitatea de vector propriu considerd ca nu toate arcele care se intalnesc in nod sunt la fel de importante. Deci, se
propune ca ponderea fiecarui vecin in evaluarea centralitatii nodului si fie diferitd si in conformitate cu importanta
lor. In general, conexiunile cu persoanele mai influente sunt mai valoroase.

Daci notim cu x; centralitatea transformatd a nodului i, se poate considera ci efectul pe care il are x; este
proportional cu centralitatile cumulate ale tuturor celor n vecini ai nodului i:

> Ay, @1
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in care A este o constantd. O asemenea formulare a centralititii exprima nivelul importantei nodului i in functie de
nivelul importantei tuturor vecinilor sai conform proverbului strivechi: ,,spune-mi cu cine te intalnesti ca sa-ti spun
cine esti”. In limbaj algebric, aceastd ecuatie exprima o transformare liniaré prin intermediul vectorului caracteristic,
al centralititilor x; a tuturor vecinilor in vectorul x* al centralitétilor vecinilor cumulate in nodul i:

n
*
X =2 A 3
Fl
Daci x*=cx; , atunci A se numeste valoare proprie a centralitatii xi si ecuatia transformérii liniare devine:
n
AX; = Z%Aijxj (33)
J:

Introducind un vector cu centralitatile tuturor nodurilor refele i x = (x1; x2; ...), se poate rescrie aceastd relatie
intr-o formd matricial-vectoriald. Aceastd ecuatie matriciald de transformare liniard prin matricea de adiacentd a
centralitatilor:

*F=Ax=Ax
in care x se numeste vector propriu al matricei de adiacentd A, iar A se numeste valoare proprie a vectorului x.

Centralitatea de vector propriu, exprimati prin vectorul propriu x > 0 al mafricei de adiacenttd A i prin
intermediul valorii proprii % tine cont atit de numérul de vecini ai nodului, dar si de calitatea (sau de nivelul de
importanti) acestor vecini. Daci un nod poseda un mare numar de contacte cu vecini mediocri, aceastd carentd poate
fi compensati de existenta catorva contacte de foarte inaltd calitate [3].

Proprietatea de coliniaritate a centralititii de vector propriu. Aceastd proprietate a vectorului propriu consta
in aceea ci orice alt vector x*>0 proportional cu X constituie exprimare, la alta scard, a centralitatii de vector propriu

al aceleeasi matrici de adiacentd A si de aceeasi valoare proprie M. Aceasta proprietate decurge din proprietatea de
liniaritate a transformarii liniare. Conform acestei proprietati de liniaritate, pentru vectorul proportional, x* =b x, se
poate scrie:

Ax*=bAx=b(AX)=bAx)=A(bx)=Ax*
din care rezult ¢ si x* este vector propriu al matricei de adiacentd A cu aceeasi valoare proprie A.

Exemplu pentru procedeul de calcul a vectorului propriu al matricei transformatoare A. Fie matricea

e 4yl
transformarii liniare 4 =
Ay, .y

Presupunem c vectorul v =[r ; s}=[r, s] * (aici semnul ;" intre elementele vectorului semnifica faptul ¢ vectorul
respectiv este de tip coloand, iar virgula intre elemente semnificd ,,vector linie  si apostroful semnificd operatia
transpunerii) este vector propriu al matricei A, iar  este valoarea proprie a acestuia. Deci, relatia transformarii liniare
este, A\vV=Av
care devine:

a;.r+ ap.s =\r 4 1-2§I + dpp.S =0 (34)
} sau 1
Ay I+ 8y S=AS ayr + (anA)s=0

Deoarece vectorul v =[r; s] este, prin definitie, diferit de zero, pentru sistemul (34) se poate scrie ecuatia
caracteristica a sistemului (35):

Detla-A ap  =(@u:A) (an-A)anap=0 (33)

aj Aan- 7\.]
in care, Det( ) semnifcd ,,determinantul matricei din paranteza”.

Valoarea proprie A se calculeazi rezolvand ecuatia caracteristicd (36), iar aceasta valoare se introduce in (35) si
rezolvand-o se obtine vectorul caracteristic al matricei A.

1...1
Aplicatie. Fie A =
0...1
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Ecuatia (36) devine:

(1 -Ay=0.

Solutia ecuatiei este A*=1, iar dupd inlocuirea in ecuatia (35) rezult radacinile sistemului: s*=0 si r* poate lua
orice valoare pe axa absciselor. Astfel, vectorii proprii ai matricei A, din aceast3 aplicatie, sunt de forma v *=[r*; 0] si
sunt geometric plasati pe axa absciselor.

Ecuatia caracteristicd (36) a matricei A se poate scrie sub forma matriceala:
Det (A- L) =0 (36)

in care I este matricea unitate (de aceeasi dimensiune ca si A) iar Det( ) semnifici ,,determinantul matricei din
parantezi”.

Polinomul caracteristic al matricei transformatoare A. Deoarece partea stangi a ecuatiei (36) si paranteza din
(37) are forma unui polinom n 2, determinantul expresiei din paranteza a ecuatiei (37),

Det (A- 1 I), (37

se numeste polinom caracteristic al matricei transformatoare A. In cazul retelelor complexe, cu arce neorientate,
matricea de transformare liniard este matricea de adiacentd a retelei.

Vectori proprii V ai matricei de adiacenta A : o
-0.22611  0.41065  0.57564 -0.18347  -0.3849 036856  -0.36225:
0.66975-2.6331e-016 2:6331e-016 ~ 0.30861 . 0.25745  0.28969 -0.55316
-0.:22611 - -0.41065 -0.57564 - -0.18347 -0.3849  0.36856 -0.36225
. -0.52048-6.0513e-016 4.4812e-016  0.60886  0.077519  -0.38193 -0.45444
017572 0.57564  -0.41065 -0.36196 -0.11589 -0.48591  -0,2976
0.17572 -0.57564 041065 . -0.36196  -0.11580 -0.48501 = -0.2076
the -0:34136 2.6331e-016-2.6331e-016 -0.45243 . 0.77753 0.1622 = -0.2189
Suma patratelor abaterilor Sp intre vectorii caracteristici - ip e o

S0 06666700 00 0.2 S0 8 033333 S
0 0 0.66667 0.14286 0.66667  0.66667 19
‘0. D.66667 0 02 0o 0 033333

-0 0.14286 0.2 0 0.2 0.2 1

L0 0.66667 . . O 0.2 o 0. 033333
0 - .0.66667 002 o 0033333
0

L 0.33333 1 033333 033333

i
o et

~L.962 0
a 1 0 o 0 o k
0 [} 1 . 0 [1} 0
0 0 0. .0.68211 o 0 o
0 0 o 0 033112 ] [

o 0 0 0 0 1786 0

0 0 0 ;

Figura 8. Rezultatele calculului vectorilor proprii ai matricei de adiacenti V, abaterii patratice
intre vectorii caracteristici Sp si gradele k;, ...,k; pentru nodurile grafului din figura 5

In figura 8, sunt prezentate trei tipuri de indicatori de centralitate, calculati pentru acelasi graf: centralitate de
vector propriu, centralitate de grad si indicator de abatere medie patratica.

In incheiere, subliniem ci centralitatea de grad se referd la nodul propriu-zis i este functie numai de vecinii sii
cei mai apropiati, iar centralitatea de vector propriu se exprima in functie de centralititile tuturor celorlalte noduri din
retea, dupd cum rezulta din relatia (32). Aceasta face mult mai dificild interpretarea rezultatelor, in cazul unei retele
reale. Acest aspect este vizibil din figura 8 in care se prezintd, chiar pe graf gradele ky k... ..k; ale nodurilor, iar in
partea stingd a figurii sunt afisate: matricea vectorilor proprii si matricea valorilor proprii. Aceste doud matrici, notate
V si respectiv D, au fost calculate in Matlab folosind instructiunea:

[V, DJ=eig(A) (38)

Avénd 1n vedere dificultétile de interpretare §i de calcul, in aplicatii, se utilizeaz# mai rar centralitatea
de vector propriu.

4. Concluzii

Estimarea parametrilor distributiei exponentiale a fost testatd pe un studiu de caz prin trei metode. Metoda cea
mai precisd s-a dovedit a fi metoda CMIMP.

Revista Roména de Informatica §i Automaticd, vol. 15, nr. 4, 2005 55




P——f

Daca prima sectiune a lucrérii furnizeazs informatii despre modul in care se poate evalua probabilitatea existentei
unor clienti valorosi ai bancii, in a doua sectiune se determind indicatori ai refelei care permit s se precizeze care sunt
acesti clienti valorosi ai bancii.

Matricea de incidentd a grafului refelei complexe oferd posibilitatea formalizarii reprezentarii
indicatorilor de centralitate. Pentru comoditatea analizei individuale sau in perechi a nodurilor, s-a
introdus conceptul de vector caracteristic al nodului. Pe aceastd bazi, au fost propugi algoritmi pentru
determinarea indicatorilor de centralitate prin calcul matriceal. Centralitatea de vector propriu se exprima
in functie de centralitatile tuturor celorlalte noduri din retea, dupa cum rezultd din relatia (32). Aceasta
face mult mai dificila interpretarea rezultatelor, in cazul unei retele reale.
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