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Rezumat: lucrarea propune o extensie a retelelor Petri pe care o defineste i in care se defineste un flux ce tranziteaza reteaua intre
pozitia Py , de intrare §i pozitia P, , de iesire din retea. Proprietatile retelei Petri de transport(RPt) permit studierea evolutiei unui
sistem cu evenimente discrete, modelat prin RPt. Invariantii de executie definesc drumurile din retea, iar capacitatea minima a

tranzitiilor participante la drum determina capacitatea de transport a drumului. Relatia multimilor P = {PO,P], ..... ,P,,} a
pozitiilor 5i 7 = {T,,TZ,....TM}, a tranzitiilor este exprimatd cu ajutorul matricei de incidentd W. Vectorii caracteristici cu
matricele lor asociate, {D] - intensitate in pozitii si [CD] - flux prin tranzitii , impreund cu matricea de incidentd W, relationeaza
fntr-o ecuatie fundamentald. Algoritmi dezvoltati pe matricea de incidentd §i pe o matrice asociatd conduc la exprimarea in doud
moduri a drumurilor din reteaua Petri de transport.

Cuvinte cheie: retea Petri de transport, sisteme cu evenimente discrete.

1. Retea Petri de transport. Definitii

Problema transportului de la o sursa la o destinatie, trecdnd si prin centre intermediare, exprimatd pand
acum prin modele de programare liniard i prin grafuri de tip retea de transport, poate fi modelatd si printr-o
extensie a retelelor Petri, pe care 0 vom numi ,,retea Petri de transport”. In acest graf a carui alcituire presupune
doua tipuri de noduri, pozitiile vor modela centre, localitéti, porturi etc., iar tranzitiile - actiunea de transport
intre doud centre.

Definitia 1.1. Se numeste retea Petri de transport (RPt) un graf orientat, unde pozitiile
PeP= ={P0,Pl,..Pn}sunt legate prin arce de tranzitiile pure 7, €T = {Tl,Tz,...Tm }, n care existd o
pozitie unica P, € P, avand tranzitii doar pe iesire, numitd intrare (sursa) in retea, si o pozitie unica
P, € P, avind tranzitii doar pe intrare, numita iesire (destinatie) din retea, fiecarei tranzitii atribuindu-i-
se un numdr ¢, >0, k=1,...m, numit capacitatea tranzitiei, aceasta fiind validd pentru un numér de marci
transferat mai mic sau egal cu C, In figura 1, este reprezentati o retea Petri pentru care
P= {H),Pl,..}%} . T={T,,T,,...T;;}. Multimii tranzitiilor i se asociazd vectorul capacitate

C= (cl ,Cpenly) ) Pozitia P, este intrarea in retea (sursa), iar pozitia Ps este destinatia (iesirea din retea).

Figura 1. Figura 2.

Fiind dati o retea de transport RPt cu sursa Py si destinatia P,, notdm cu RPt’ reteaua obtinutd din RPt prin
adaugarea tranzitiei de retur T,. Pentru exemplificare, in figura 2, este prezentata o astfel de retea obtinutd din
reteaua din figura 1.

Definitia 1.2. Numim flux de la Py la P, in reteaua RPt, vectorul @ = ((p,,%...qom)care verificd legea

conservarii fluxului in toate pozitiile cu exceptia pozitiilor Py si Py, iar pentru acestea Y. @, = >, ¢, , valoare
T, €PostP, T€PreP,

notatd ¢, .Cantitatea ¢, se numeste valoarea fluxului @ si se considera fluxul corespunzator arcului de retur.
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Observatie. Daca ® = (¢,,9,,..9,) este un flux de la Py la P, in reteaua RPt, de valoare @, atunci

@ = (@), 0,9, esteun flux simpluin RPt’.

Problema fluxului maxim de la P la P, intr-o retea Petri de transport (RPt), este de a determina un
flux @ =(@y,@5-0,) In RPt° care verifica restrictiile de capacitate 0 < ¢, <c,, si valoarea fluxului
¢, este maxima. Un flux care verifica restrictiile de capacitate se numeste flux compatibil cu capacitatile
sau flux admisibil.

2. Proprietitile retelei Petri de transport

Ca la oricare retea Petri, si la RPt se disting proprietatile principale, definite in continuare.
a) Marecaje accesibile

fntr-o retea Petri de transport, marcajul este determinat de intensitatea sursei (cantitate aflata initial in pozitia
sursd) si de fluxul generat in retea. Marcajul initial al RPt este un vector pe care, pentru acest tip de RP, il vom
nota cu D (elementele sale sunt intensitatile pozitiilor) avand doar primul element diferit de zero. in functie de
fluxul stabilit prin tranzitiile retelei, marcajul se modifics, prin executia succesivd a tranzitiilor i ludnd in
considerare toate variantele posibile. Pentru exemplificare, considerdm refeaua din figura 3 pentru care multimea
pozitiilor este P = {Po, P,P,,P, PA}, multimea tranzitiilor T = {Tl T, T3, Ty T T, T Ty } Cantitatea (numérul
de mirci) din Py este 5 si urmeazz a fi transportatd in Py prin centre (pozitii) intermediare. Marcajul initial al retelei
Petri de transport din figura este D=(5,0,0,0,0).

Tinand cont ci fiecare tranzitie are o capacitate de transport, vectorul capacitate fiind C(2,3,2,3,5,4,2,3, 00) R

validarea fiecarei tranzitii se face pentru flux (numar de marci) trecand prin tranzitia respectiva, mai mic sau
egal cu capacitatea tranzitiei. De exemplu, T; este valida pentru ¢, < 2,7, pentru ¢, <3, T, <2efc.

Pentru exemplificare, considerdm reteaua din figura 3 pentru care multimea pozitiilor este
p={P,,P,,P,,P,,P,}, multimea tranzitiilor T = {T,,T,,T,,T, Ty, Ty, Ty, Ty }- Cantitatea (nr. de mirci) din Po
este 5 si urmeazi a fi transportatd in Py prin centre (pozitii) intermediare. Tinénd cont ca fiecare tranzitie are o
capacitate de transport, vectorul capacitate fiind C(2,3,2,3,5,4,2,3,oo) , validarea fiecarei tranzitii se face pentru
flux (numdr de marci) trecand prin tranzitia respectivd, mai mic sau egal cu capacitatea tranzitiei. De exemplu,
T, este valida pentru @, <2,T,pentru @, <3, T; < 2 etc. Marcajul initial al retelei Petri de transport din figurd
este Dy=(5,0,0,0,0). Dupé executia tranzitiilor Ty, T2, T3 un marcaj posibil al retelei ar putea fi D;=(0,2,2,1,0).

Scopul retelei Petri de transport este de a transfera toate mircile (sau ct mai multe) din pozitia sursd n
pozitia destinatie si, conform definitiei fluxului toate pozitiile, exceptdnd sursa si destinatia au marcaj

(intensitate) nul(#), deci marcajele accesibile ale unei R Pt au valori nenule pentru primul si ultimul element.
Astfel, prin executia secventei Ty, Ts, Tg, marcajul retelei din figurd va fi D,=(3,0,0,0,2). Multimea marcajelor

RPt pornind din Dy 0 notam cu "D, = {DO,Dl,...DK} Marcajul initial al unei retele Petri de transport este

superior oricarei marcaj accesibil.

R

2

@

Figura 3
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b) Mirginirea. Reteaua Petri de transport este k-marginita, & fiind numarul de mérci aflat initial in
pozitia sursa.

c) Viabilitatea. Orice retea Petri de transport este viabila dacd sunt indeplinite conditiile impuse de
flux.

d)  Blocajul. O retea Petri de transport se blocheaza dupa transferul fluxului maxim.

¢)  Conflictul. intr-o retea Petri de transport apar conflicte structurale §i aparente.

f)  Invarianti. Ca orice retea Petri ordinard, RPt cu flux este o retea conservativd avand componente
conservative. De exemplu, In reteaua din figura 3, se conserva suma mdrcilor din Py si P4 la
valoarea 5 (pentru orice moment suma mdrcilor din pozitiile Py si P4 este 5). Componente
conservative pentru exemplul dat sunt PoP,Ps, PoPiP,Ps, PoP3Ps, PoP3P,Ps, deci invarianti de
marcaj. Secventele de tranzitii executabile intre pozitiile de intrare si iesire din reteaua Petri de
transport, cu flux, care restabilesc marcajul initial, sunt invarianti de executie.

3. Drumuriin R Pt

Numim drum intr-o retea Petri de transport, o secventd executabild intre sursa si destinatie. Drumurile
retelei din figura 2. sunt secventele executabile de la Py la Ps: S;=(T1,T4Tho), S:=(T1,Ts,Ti),
S3=(T5,T6;T10), Sa=(T2,T7,T11), Ss=(T3,Ts,T10), Se=(T3,To,T11).Capacitatea unei secvente executabile
(drum) Intr-o RPt este capacitatea minima a tranzitiilor participante la secventa.

4. Reprezentarea matriceald a unei retele Petri de transport

4.1. Matrici de incidenta

O retea Petri de transport poate fi reprezentatd cu ajutorul matricelor: Pre= [W - ], si Post= [W*]
(denumite si matricele inainte si respectiv inapoi) si al matricei de incidenta W= Post- Pre de dimensiuni
nxm, in care 7 este numarul de pozitii iar m de tranzitii si unde:

bv=|=|w; | - wy =Pre[P,T,]
[W*] [wyl wy —Post[P T]

7]

Pentru comoditatea exprimdrii, se considera reteaua RPt din figura 1, pentru care se obtine:

Tl TZ T} T4 TS T6 T7 T8 T9 TIO T1 1

Bl 1| 1| 1o o o] o]|o0ofo0o]| 0| o0
ploflolol 1|1 ]o]o]ofo]| o] o0
oo |ofo|o] 1] 1][o0o]o| o]0
l=|» | 0o 0o oo o|o] o] 1]|1]|0 0
P, oo oo o] o] o] 0] o1 0
Bl oo oo oo |o]| o] o] o0 1
Bl oo oo oo ofo]o| 0|0

TT T2 T3 T4 TS5 T6 T7 T8 T9 TIO Til
Po| o oo oo o] oo |o]| 0o | o0
pt] 1] o] ofo]o oo |[o|0o] 0o | o0
2| 0o 1] ofo]o oo |[o]|0o] 0| o0
[W*]= P3| 0 | O 1| o] 0|0 0 0] 0 0 0
pal oo o1 ]o |1 |o|1]|0o] 0o | o0
ps| o o oo | 1 [o |1 |[o| 1] 0 | o0
P6 | 0o | o oo | o] o | o] oo 1 1
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Se defineste matricea de incidentd astfel:

=]l 1=lw, ] M)

unde w; =Wy — Wy -
Pentru reteaua Petri de transport de transport din figura 1, matricea de incidentd este urmétoarea:

T, T, T3 To Ts Te T, Tsg To Tw Tu

p, [-1 |1 [-1 Jo Jo o Jo Jo |o |0 |0 |

p, [1 1o Jo |-t [-1 ]o o Jo |O 0

p, [0 |1 o Jo [o [-1|-1 |0 |0 o |
wi= P, [0 |o [1 Jo Jo Jo jo |-t |- 0 |0

p, [0 |0 Jo |t Jo |1 |O o |1 [o |

p, [0 |o Jo Jo |1 Jo |1 o |1 |

p, [0 0 Jo |o Jo Jo fo Jo Jo Jt |t |

O retea Petri de transport poate fi reconstituitd utilizind Wo adica matricea de incidentd completatéd cu
To, ea fiind o descriere sugestiva a intrarilor i fesirilor din pozitii. Cu ajutorul matricei de incidentad
completatd cu To poate fi exprimaté si legea conservarii fluweului in pozitiile retelei Petri de transport,

] [e]=0.
4.2. Ecuatia fundamentala

Analog marcajului unei retele Petri pure, pozitiilor unei retele Petri de transport li se atribuie o
intensitate. Distributia pe cele » pozitii intensitatilor este exprimatd printr-un vector:

u
[p)=[d.d;...4,]
unde, aici si In continuare, apostroful semnifica operatia de transpunere a vectorului sau matricei.

. . 0. . - . e il
Unei secvente de tranzitii S, i se atageaza vectorul caracteristic [S]: [sl,sz,...,sm] , de componente

numere intregi, pozitive, S; unde i e {1,2,...m}, a caror semnificatie este urmatoarea:

i

« s, =0,dacd tranzitia 7, nu face parte din secventa S;

. S, F 0, daca in cadrul secventei S, T, face parte de s, ori.
intr-o retea Petri de transport, vectorul caracteristic S este insotit de vectorul flux @ (sau poate fi
substituit de @ ale carui componente reprezinta fluxurile corespunzitoare tranzitiilor din secventa.
i
[(D]: [(/717(02a§03’-'-¢m] :
Dacd in urma executiei secventei S, pentru o retea Petri de transport, caracterizatda de matricea de

incidentd [W ], intensitatea pozitiilor se modifica din D'in D" atunci are loc relatia:
[p]=[p]+ 7} (@] @
Aceasta relatie se numeste ecuatie fundamentald a RPt

Exemplul 4.1: Se considera reteaua de transport din figura 1, pentru care matricea intensitate este:
[D] = [30,0,0,0,0,0,0]' Capacititile tranzitiilor retelei sunt exprimate printr-un ~ vector ~ coloand
C=(5,3 4,7.2,9,5,8,9,10,12).Se solicitd executia unei secvente de tranzitie (un drum In RPt), S=T,T,T)o, care are
capacitatea, minimul capacitatilor tranzitiilor Ty, T4, Tio- Capacitatea secventei S este minim (5,7,10)=5.

Fluxul tranzitat de secventa de tranzitii S va fi ¢ =>5. Matricea asociatd vectorului @, caracteristic
acestei etape este: [@]= [5,0,0,5,0,0,0,0,0,5,0]' )

Utilizand matricea de incidenta, determinata anterior, din ecuatia fundamentald (2) rezulta:
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DV=D’+W ® ==

(=l Rellol ol K= K=
+

n| o|jlo|o|o|o
Il

nm|o|lo|jlo|o|o

Deci, matricea intensitate, ce descrie starea sistemului modelat prin RPt, dupa executia secventei S
.este: [D']=[25,0,0,0,0,0,5] .

4.3 Determinarea drumurilor in RPt

Intr-o retea Petri de transport, un drum intre sursé si destinatie, poate fi exprimat fie ca o succesiune
de tranzitii intre intrarea si iegirea din retea, fie ca o succesiune de pozitii astfel incat prima pozitie este
sursa i ultima este destinatia transportului.

Se pune problema construirii unor algoritmi de determinare a drumurilor in fiecare din modurile
enuntate mai sus.

A. Succesiune de tranzitii-invariant de executie. Pentru inceput trebuie precizat cd drumurile
exprimate prin succesiuni de tranzitii se stabilesc in RPt’ deci matricea de incidenta este completata
cu Tp.

Daci se noteazd cu T(S) multimea tranzitiilor care apar intr-o secventd S, adica:
7(S)=1{, e Tls, # 0,unde i = 0,1...m} 3)

atunci o submultime de tranzitii T'este o componentd repetitivdi (in RPt o componentd repetitiva
restabileste marcajul initial) dacéd si numai daca existd o secventa S astfel incat:

7(s)=7"si [ ]-[s]=[0] 4
unde [O]este matricea coloand, de dimensiune n, cu toate elementele nule.

Rezultd c&, pentru determinare secventelor repetitive, este necesar si suficient sd se determine vectorii
caracteristici S care verifica ecuatia:

7] [s]=[0] )
Daci se transpune ecuatia (5), se obtine:
[s] -] =o} ©)

Exemplul 4.2 Pentru reteaua Petri de transport din figura 2. se alege un vector caracteristic,
[5]=[10,0,1,0,0,0,0,0,1,0,1] ©)

cu care se verifica relatia (6). Rezultd cd multimea T'== {TI,T4,TIO,T o} c T este o componentd repetitiva.
O componenta repetitiva este un invariant de executie Intr-o retea Petri de transport cu flux.

Algoritm de calcul al invariantilor de executie .Din relatia (5), se observa ca, pentru determinarea
invariantilor de executie ai unei retele Petri de transport, este necesar si se rezolve In numere intregi
pozitive un sistem matriceal, cu coeficienti intregi, de forma,

[x]4]=[o]
unde: [A]: [W]' si [X ] sunt vectorii caracteristici.
Algoritmul constd din urmdtorii pasi:

Pas 1: Se construieste matricea [B,A] , unde initial [B]= [1 ] Matricea unitate [1 ]are ordinul egal cu

numdarul liniilor matricei [A];
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Pas 2: Pentru fiecare coloand j a matricei [A]se executd urmatorii pasi:

Pas 2.1: La fiecare linie i a matricei [B,Al se aduna o combinatie liniara a celorlalte linii, astfel
incat s se anuleze elementul, din matricea [A], situat pe linia i si coloana j. in combinatia liniara, liniile
se inmultesc cu numere intregi pozitive;

Pas 2.2: Se elimind, din matricea [B,A] , liniile care in matricea [A], pe coloana j, au participat
la obtinerea elementelor nule;
Pas 3: Invariantii sunt dati de liniile matricei [B], asociate liniilor cu toate elementele nule din
matricea [A]
Exemplul 4.3: Se aplicd algoritmul pe RPt cu flux ,din figura 2. Pentru calculul vectorilor
caracteristici, se considerd [4]= (7], unde:

P, P, P, P, P, Ps Ps

T, |1 |-1]0 |00 | 0]0
T, | -1l o | 10| 0| 0]0
T | -1 o] o 10| 0]0
. lo|-1]o0o o0 | 1 }|0]0
s | o|-1]0o 0|0 ]| 1]0
W= T | 0|0 | -1 ] 0] 1]0]0
, o | o |10 | 0| 1]0O0
s | 0] o] o |-1]1|0]0
s, | 0|l 0] o0 |-1]0 /| 1]0
Tow | Ol O] 0] 0] -1]0 1
T, | o] o] o] o] o0|-1]1
To 1ol ol o] o o0]|-1

Pas 1: Matricea are 12 linii, deci [B] = []]2]. Rezultd matricea [B,A]:

P P, P, P; Py Ps P
T ToloJo o lo]Jo oo o o jojJ-1]1 |0 0 |0 |0 |O |T
0o It lolo o oo oo o o 0o J-1]0 1 0 |0 [0 |O | T,
olol11]0 1o oo oo o O O J-1]0 0 |1 |0 |0 |0 |Ts
01010 110 oo ]o [o |0 0O OO0 |-1 0 |0 |1 [0 |O | Ty
0lo oo |1]o]o oo oo OO |-1 0 |0 |0 |1 |0 |Ts
0ololololo |1 oo o o |0 |O O |O -1 (0 |1 |0 |0 | Te
01lo oo oo |1 oo o o o }o [0 |- 0 |0 |1 |0 |Ty
0ololo oo oo 1 [o o]0 |O]JO |O 0 |-1]1 |0 |0 |Ts
0o lo]olo oo oo ]]1]o]o oo O |0 -1 10 |1 |0 | T
0o loJolo oo o oo |1 0o 0}0 OO 0 |-1 {0 |1 |Typ
0o lololo o oo oo o |1 ]0}0 0O 0 (0 [-1]1 | Ty
01010 1o oo oo oo jo |1 J1 ]O |O 0 |0 |0 |-1|To

Pas 2: Pentru coloana corespunzitoare pozitiei Py, rezulta:
Pas 2.1: Se aduna linia T,la linia Tg, se obtine linia T14;
Se aduni linia T, la linia Ts si se obtine linia Ts;
Pas 2.2: Se elimina Ty, T4 si Ts. Rezultd matricea:
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w

Po P] P2 P3 P4 P5 Ps
1 1o o 1 ]o o {o o 0o OO O J-1]0 |0 [O |1 |0 |O |Ty4
1 ]1oloJo11]o oo o o OO J-1]0 [0 |O |O |1 |0 |Tis
o1 |o]o o |0 |0 ]O O |O O O -1]0 1 |0 |0 |0 |O |T,
olo 1 1]o oo oo o ]o 0o O ]J-1]0 |O |1 |O |O |O |Ts
o]o oo o1 ]o oo ]o 0o ][O ]JO [0 |-1]O0 |1 JO |0 |Ts
olololo]olo |10 1]0o OO O ]JO |O |-1|0 |JO |1 |O |Ty
olololo]Jolo o 1|0 OO O ]JO |O |O [-1]1 |O |O |Ts
olo oo lo oo o |1]o0o 0o 0O }JO |O |O |-1]0 |1 |0 |Ty
ololo o Jolo oo o |1 |0 [0 ]JO |O |O |O |-1]0 |1 |Tp
olololololo oo jo o 1|0 0o |0 |O |O |O |-1 |1 |Ty
0|0 |0 |0 [0 |O |O |O]O O ]JO |1 ]I 0 |0 |O |O |0 |-1|T,

Pas 2: Pentru coloana corespunzitoare pozitiei P, rezulta:

Pas 2.1: Se aduni linia T, la linia T si se obtine linia Tse.
Se aduni linia T, la linia T, si se obtine linia T,7;

Pas 2.2: Se elimind liniile T,,Ts,T;. Rezultd matricea:

P, P, P, P; P, Ps Ps
11oJ]oJ1J]oJo o lo oo 0o O |J-1]0 |0 [0 |1 |0 |O |Tus
110 ]o o1 ]o]o oo oo O |-1]0 [0 |O |O |1 |O |Tis
ol1lo1]o]o 1o ]o oo |0 |O|J-1]0 |0 |O |1 |O |0 |Tx
ol1]o oo o |1]o o |0 O |JO J-1]0 |0 |O [O |1 |O |Ty
o]lo|11]0 |0 O OO |O O ]O O J-1]0 |0 1 |0 |0 |0 |T;
olo oo lJo]Jo]lo]|1]o oo o O |JO |O |-1 |1 |0 O |Ts
ololo oo o oo |1 |0 ]O OO |O |O [-1]O0 |1 |O |Ts
o loloJo]]o o oo |Oo |1 |0 |0 JO [0 |O |O |-1]0 |1 |To
ololoJo]]o o oo o O |1 |0 JO |O [0 |0 |O |-1 |1 |Tny
0|0 0o |0 0O |O |O [O |O |O O 1|1 0 |0 |0 |0 |0 [-1 |To

Pas 2: Pentru coloana corespunzitoare pozitiei P, rezulta:

Pas 2.1: Se aduni linia T; la linia Ts i se obtine linia Tsg; Se aduna linia T; la linia Ts si se obtine

linia Tso;

Pas 2.2: Se elimini liniile T;,Tg,To. Rezultd matricea:

P, P, P, P; P, Ps Ps
110101010 (0|0 |0 O ]|]O |O J-1]0 0|0 1 0| 0 | Ty
1 /oo o |1 |0 |0 |0 |O |O |O]|O |-1]0O0 0] 0] 0 110 | T
o1 ]0 |0 |O |1 |O |0 O |0 |O -1 10 010 1 0| 0 | Ty
ol11]o1l0]0 0 |1 {0 |0 |0 |O |O |-1]0 0| 0|0 1|0 | Ty
olol11]01]01]0 |01 |0 |0 |0 ]O]-1]0 010 1 0 | 0 | Tss
oloJ|11]o 0o O (OO |1 |0 O O |J-1]0 00O 1 0 | Ts
o |o oo |0 |O O |O O |1 |O O 0 0 0|0 ]|-1]0 1 | Ty
o0 |0 |0 |0 |O |O |O O |O I |O 0 0 0O|l0]|O0]|-1|1]|Ty,
o0 |0 |0 |0 |O |O |O |O |O O |1 1 0 00| 0] O0|-1]T
Pas 2: Pentru coloana corespunzitoare pozitiei P4, rezulta:

Pas 2.1: Se aduna la linia T, T4 linia T)o, se obtine linia T4;0;

Se aduni la linia Ty, linia Ty, se obtine linia Ty610.

Se aduni la linia Tss, linia Ty, se obtine linia Tsg10;

Pas 2.2: Se elimina liniile T4, T46,T3 g $i T1o. Rezultd matricea:

P, P, P, P3 Py Ps P
1 |/ofo |10 |0 |0 |O|O |1 |O O |-1]O 00|00 1 | T
1/ojo|o |1 |0 {0 ]JO|O |O |O |O|-1]O 0|01 O 1|0 |Tys
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0 1 0|0 |0 1 0|0 |0 1 {0 |0 -1 10 0 0 0 0 1 | Ta0
oltlo]JolJoJo ]t ]oJoJoJoJo]J-1{]o]o|]O0O]O]|1]O0/|Ty
ololi1loloJoJolr]olr]ojJoJ-1]0o] 0] O0]0]0]1]Tsso
olof|1 o]0 O ]O |O |1 |O]O O 1lolo] 0] 0| 1] 0]Ts
ololo o ]|o O |O |O]|O O |1 O ololo|oO0O]O0O]|-1]1]Ty
oo 0|00 O O |O O OO 1 1100l 0|0 O0]-1]|T
Pas 2: Pentru coloana corespunzitoare pozitiei Ps, rezulta:

Pas 2.1: Se aduni la linia T}s,linia Ty, se obtine linia Tys;1;

Se aduni la linia T,7, linia T, se obtine linia Ty711;

Se adunai la linia T30, linia Ty;se obtine linia Tso;1;

Pas 2.2: Se elimind liniile Tys, Ty7, 3. Rezultd matricea:

P, P, P, Py Py Ps P

1loflof1]0]0 0|0 |O |1 |0]O]-1]0 0 0 0 0 1 | T
110001 ]O0O]O|O]|JO]O|1|O]-1]O 0 0 0 0 1 | Tispy
ol1]olofo |1 |00 ]O]|1|O]O]-1]0 0 0 0 0 1 | Tasio
ojli1]olojo|Oo|1|O0O|0O]O |1 ]O]-1]0 0 0 0 0 1 | Ty
olololojofOo|O|O]O |1 |O]O]-1]0O 0 0 0 0 1 | Tss10
olololofo|o|O|O]O]|O|1]O]-1]O 0 0 0 0 1 | Tsop
ojofofo|O|O]O]|O]O|O]|O]O 1 0 0 0 0 0| -1 |To

Pas 2: Pentru coloanele corespunzitoare pozitiilor Pg si Pg, rezulta:

Pas 2.1: La liniile T14]0, T15”,T2510, T2711,T3310,T3911 se aduna linia To $1 S€ Ob?in liniile T14100,
TI,S,H,O) TZGIO: T27110: T381009 T39110;

Vectori caracteristici

Pas 2.2: Se elimina liniile T1410, T1511, T2610, T27“, T3g]0, T3911 $1 To. Rezultd matricea:

Po P1 P2 P3 P4 P5 P6
1r]ofoJ]1]lolo o OO |1 ]O |1 O |O 0 0 0 0 0 | Tiai00
11ofloJol1]o o ]|Oo o |[O |1 |1 |JO |0 |O 0 0 0 0 | Tisio
olr]olojo |1 ]O0 OO |1 ]O0 |10 |0 0 0 0 0 0 | Tasi00
olt1]lofo]Jolo |1 {0 OO ]|1 |1 ]O |O 0 0 0 |0 0 | Tamo
olol1]lo]lolo]o 1|0 |1 |0 |10 |O 0 0 0 0 0 | Tss100
olol1]o]lo oo o |1 |01 |1 O |O 0 0 0 |0 0 | Ts0110

Pas 3: Se obtin sase invarianti de executie (componente repetitive), deci vectorii caracteristici:
F,=(1,0,0,1,0,0,0,0,0,1,0,1) F,=(1,0,0,0,1,0,0,0,0,01,1) F5=(0,1,0,0,0,1,0,0,0,1,0,1)
F4=(0917050;O>051305030s131) F5=(0,0,1,0,0,0,0,1,0,1,0,1) F6=(09051:050:030:0913():1;1)

B. Succesiune de pozitii

Daca invariantii de executie pot fi determinati doar intr-o retea Petri de transport, de flux, drumurile
exprimate printr-o succesiune de pozitii pot fi determinate cu un algoritm adecvat pentru orice retea Petri
de transport. O metoda relationald ce permite reducerea unei retele Petri de transport cu ajutorul unor
matrice atagate acesteia conduce la obtinerea drumurilor in RPt din pozitia de intrare in pozitia de iesire.

Metodd relationald de reducere a tranzitiilor unei RPt. Pentru o caracterizare relationald a unei retele
Petri de transport cu n pozitii, se poate utiliza o matrice pétratica R=(};j)0 <1i,j . Initial, matricea R

contine céte o linie si cite o coloana pentru fiecare pozitie a retelei, deci are dimensiunea Il x 1. Daca
exista o tranzitie Tk care are pe intrare pozitia P, si pe care iesire pozitia Pj, se ia r; = k. Cénd nu existd
o astfel de tranzitie, r; =0.

Cu precizarile de mai sus, reducerea unei tranzitii Tk, se poate face astfel:

1. Daci pe linia si coloana i toate elementele sunt nule, reducerea se face supriménd linia i si coloana i;
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2. Dacd r; =ksi r, =1, reducerea conduce la o tranzitie impurd din care se obtine o pozitie izolatd

P, + P, . Reducerea se face punand r; =0 si rj; =0.
3. Dacd r, =k si r, =0, reducerea se face astfel:

a) Daca pe linia i toate celelalte elemente sunt diferite de k, la matricea curentd, se adauga céte
o nouad linie si cite o noud coloana pentru fiecare element de pe linia i, diferit de k, cérora li
se atageazd cate o noud pozitie £, + P, . Elementele liniilor 7, + P, respectiv coloanelor

B + P, se obtin adunénd liniile, respectiv coloanele £, + P, . Reducerea se face supriménd
din matricea obtinuta atét liniile cat si coloanele i si j;
b) Daca In matrice mai existd si alte elemente I, # k, pe fiecare aceeasi coloani j din cazul

a), unde | este diferit de i, la matricea curentd se adaugd cite o noud linie si cite o noud
coloana pentru fiecare element de pe linia i si pentru fiecare element de pe coloana j, carora
li se atageaza noi pozitii B, + P, si F,+P,;

c) Spre exemplificare, se aplicd algoritmul pentru determinarea drumurilor din RPt, ca
succesiuni de pozitii, pe reteaua din figura 1. Reteaua are sapte pozitii: Py,P1,P5,P3,P4,Ps,Ps
deci matricea R va avea sapte linii si sapte coloane. Conform legaturilor dintre pozitii si
tranzitii din RPt consideratd, dacd se specificdi numai elementele nenule, se obtine
urmatoarea matrice:

Pp P, P, Py Py, Ps P
Py 1 2 3
P, 4 5
P,
P; 8 9
Py 10
Ps 11
Ps

(o)}
~

Pentru eliminarea tranzitiilor T;,T,,T3, se aplica regula 3.a si se obtine:

Po P] Pz P3 P4 P5 P5 P0+P 1 PQ+P2 P0+P3

P, 1 2 3 1 2 3
P, 4 5
P, 6 7
Ps 8 9
P, 10
Ps 11
Ps
Po+P, 1 2 3 4 5
Po+P, 1 2 3 6 7
Po+Ps 1 2 3 8 9
Dupa eliminarea liniilor si coloanelor atasate pozitiilor Py,P,P,,Ps, rezulta:
P, Ps Pg Pyt+P, Py+P, Pyt+P,
P, 10
Ps 11
Ps
PytP, | 4 5
PytP, | 6 7
P0+P3 8 9

Pentru eliminarea tranzitiilor Ty si T}, se aplica regula 3.b si se obtine:

Py, Ps Ps PytP;  PotP, PytP;  P,+P¢  PstPg
Py 10 10 10
Ps 11 11 11
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Ps
Po+Py |4 |5 4 5
PytP, | 6 |7 6 7
Po+P; |8 |9 8 9
P,+Ps 10
Ps+Pg 11

Dupé eliminarea liniilor si coloanelor atasate pozitiilor P4,Ps, Pg, rezulta:

Po+P, Pyt+P, Po+P; P4+Ps Ps+Ps

Py+P; 4 5
PotP, 6 7
Pot+Ps 8 9
P4+Ps
P5+P5

Pentru eliminarea tranzitiilor T4 si Ts, Te si Ty, Ts si To se aplicd regula 3.b si se obtine:

Po+t Pot  Pot P+ Pgt  Pot
P+ P+ Pyt Pt Pyt Pyt

PoPy  PoPy  PoP3  PuPs PsPe P+ Ps+ P Pst Pt Pst

P, P. P Ps Pg P
PotPy 4 5 4 5 4 5 4 5
PotP; 7 6 7 6 7 6 7
PytP; 8 9 8 9 8 9 8 9
P,+Ps
PP,

Py+P,+P4+P¢ 4 5

Py+P,+Ps+Pg 4 5

Py+P,+P,+Ps 6 7

Py+P,+Ps+Pg 6 7

Pyt+P3;+P4+Ps 8 9

Py+P;+Ps+Pg 8 9

Dupi eliminarea liniilor si coloanelor participante la eliminarea tranzitiilor Ty, Ts,Ts, T2, Ts,To se obtin
pOZlElllC izolate P0P1P4P6, P0P1P5P6, P0P2P4P6, P0P2P5P5, P0P3P4P6, P0P3P5P6.

5. Concluzii

Ideea generdrii unei retele Petri de transport este o noutate in modelarea sistemelor de transport, a
problemei de transport, in general. Matricea de incidentd, construita cu ajutorul functiilor Pre si Post oferd
o descriere relationald superioard a transportului in retea, comparativ cu matricea de adiacentd a grafului
tip retea de transport. Algoritmii de determinare a vectorilor caracteristici sunt componente de bazd in
algoritmii dezvoltati pentru determinarea fluxului maxim, costului minim, rutelor minimale sau a altor
valori optime, cerute de obiectivul unei activitati de transport.
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