TEORIA RICATTI GENERALIZATA PENTRU SAISTE\ME CU TIMP
MORT. ABORDARE INDEPENDENTA DE INTARZIERI

Alexandru Serbinescu” Florin Bobosatu™"

alexandru.serbanescu@gmail.com Jfbobosatu@yahoo.com
* TomTom International B.V., Rembrandiplein 35, Amsterdam, The Netherlands

** Alphabank Romania, Calea Dorobantilor nr. 237B, Bucuresti, Romania

Rezumat: Aceasta lucrare este dedicata studiului unor concepte de bazi ale teoriei Riccati in cadrul sistemelor cu timp mort (TDS).
Printr-o analogie cu cazul sistemelor liniare fird Intérzieri, mai multe rezultate fundamentale ale Teoriei Riccati Generalizate sunt

la familia sistemelor cu argument intarziat pe stare. Abordarea este independenti de marimea timpilor morti, prezenti in ecuatiile de
stare. Rezultatele prezentate in lucrare sunt originale i, in masura informatiilor de care dispunem, sunt publicate in premiera.
Lucrarea urmareste si prezinte §i aspecte practice ale unei asemenea teorii si sd explice intr-o forma intuitivd conexiunea unor
concepte si obiecte fundamentale cu unele aspecte concrete din lumea controlului automat, pentru a aduce aceastd abordare teoretici
mai aproape de lumea aplicatiilor reale.

Cuvinte cheie: Teorie Riccati Generalizata, sisteme cu timp mort (eng. Time Delay Systems - TDS), Triplet/Set Popov, inecuatii
matriceale lineare (eng. Linear Matrix Inequalities - LMI).

Abstract: The paper is dedicated to the study of several concepts related to the Generalized Riccati Theory in the case of the Time
Delay Systems (TDS). Several fundamental results are extended and generalized in the case of the TDS through an analogy with
several fundamental concepts presented in [5] for the case of the delay free systems. The approach is independent of the delay

Key Words: : Generalized Riccati Theory, Time Delay Systems (TDS), Triplet/Set Popov, Linear Matrix Inequalities (LMI).

1. Introducere

Incepand cu debutul anilor 70, ecuatia algebrica Riccati a avut un rol important in teoria sistemelor.
Faptul ca ecuatiile Ricatti oferd un bun cadru teoretic, precum si existenta unui numir mare de algoritmi
numerici robusti au constituit dou din principalele motive care au stat la baza popularitatii acestui tip de
abordare. In cazul sistemelor liniare fard intrzieri au fost publicate numeroase articole in ultimele trei
decenii, subiectul fiind detaliat sub multiple aspecte. in ultimii ani, insa, sistemele liniare cu timp mort
sau ,,Time Delay Systems” (TDS) au inceput si atraga atentia comunititii stiintifice datorita numarului
relativ mare de situatii practice in care sunt regasite. Ca o consecinti a acestui fapt, a aparut necesitatea
extrapoldrii unora din rezultatele Teoriei Riccati Generalizate in cazul acestei familii de sisteme.

Rezultatele derivate au in vedere o clasa de sisteme liniare cu multiple intarzieri pe stare si pe iesire,
descrise de ecuatiile de stare (3.1). In prima parte, sunt prezentate o serie de concepte de bazi si rezultate
clasice din Teoria Riccati Generalizata, descrise pe larg n lucrari precum [5] pentru ca apoi in capitolul
urmdtor ele sa fie extinse si generalizate in cazul sistemelor cu timp mort. Conceptele prezentate sunt
folosite apoi pentru demonstrarea in ultimul capitol a unui rezultat clasic, legat de stabilizarea sistemelor
automate prin reactie dupa stare cu cost garantat (costul fiind, in acest caz, un indice integral pétratic).

Conditiile finale ale rezultatelor derivate sunt exprimate in termenii unor Inecuatii Liniare Matriceale
(LMI), care pot fi rezolvate cu unul din Toolbox-urile Matlab pentru programarea semidefinita
(Semidefinite Programming - SDP), disponibile pentru download de pe internet. Este o abordare uzuali a
acestui gen de probleme, exemple inrudite din familia sistemelor cu timp mort putand fi gasite in lucrari
precum [2], [3], [6]...[9].

O problemad de programarea semidefinits este, In esentd, un set de inecuatii matriceale liniare
Impreuna cu obiectiv liniar de optimizare, iar in forma duala poate fi descrisa in felul urmator:

m
max ; b9 cu restrictiile ZJ}A 4, -C<0. (1.1

Iy

unde J este vectorul necunoscutelor scalare Vi» C este o matrice simetricd, iar A4, sunt matrice

simetrice, pozitiv semidefinite. Pe internet existi o serie de toolbox-uri disponibile, care pot rezolva
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aceastd familie de probleme. In cazul exemplului prezentat, in capitolul 4 a fost folosit SDPT3.2 dezvoltat
de Toh, Todd and Tutuncu disponibil la adresa prezentata in[11].

Necesitatea unei abordari suficient de generale, care sa acopere 0 clasd mare de probleme, nu este
noud in cazul sistemelor moderne. Putem considera, spre exemplu, cazul sistemelor de mare complexitate
(vezi [10]) sau al sistemelor pentru suportul deciziilor (vezi [4] sau [1]). Dincolo de importanta teoretica a
unei teorii generale, care sa poatd rezolva intr-un cadru comun o multitudine de probleme din teoria
sistemelor, acest tip de abordare prezintd si un profund interes practic.

Formalizarea intr-un cadru general a unui mare grup de probleme din teoria controlului automat face
posibila crearea unei librarii software, care ar putea rezolva in comun aceastd clasd de probleme.
Presupunénd cd o asemenca librarie ar expune o metodd care sd rezolve o familie de probleme din
domeniul controlului automat in cazul cel mai general, sarcina analistului de sistem s-ar reduce doar la
definirea variabilelor de intrare in contextul problemei concrete pe care O are de rezolvat. La finalul
capitolului 3, sunt prezentate cazurile particulare ale unor seturi Popov (echivalentul pentru TDS a unui
triplet Popov), asociate unor probleme clasice. La momentul actual si, desigur, in limitele cunostintelor
noastre, existd unele functii disparate, care pot rezolva unele din aceste probleme, in cazuri nu totdeauna
generale si, de regula, pentru sisteme fara timp mort. Aceasta s-ar putca datora tocmai faptului c@
problemele nu au fost abordate intr-un cadru teoretic general si evidentiaza potentialul unor noi aplicatii
in acest domeniu.

Traditional, Teoria Riccati Generalizatd este prezentatd ntr-un cadru relativ abstract, care sa
favorizeze formalismul teoretic. in esentd insd, existd cateva clemente de naturd concretd cu importantd
practicd, care au stat la baza aparitiei unei asemenca abordari. Din ratiuni de compatibilitate cu alte lucrdri
stiintifice, am evitat schimbarea dramaticd a ordinii in care unele elemente sunt prezentate, dar s-au
adaugat unele comentarii sub titlul ,,Observatii” care sd ajute cititorul sa asocieze intuitiv unele concepte
cu situatii concrete din lumea controlului automat, pentru a argumenta, intr-o anumita masurd, necesitatea
pentru care au fost introduse.

2. Concepte generale ale Teoriei Generalizate Riccati

fnainte de a aborda cazul sistemelor cu timp mort, vom prezenta citeva aspecte clasice ale Teoriei
Riccati Generalizate in cazul sistemelor fara intarzieri, pentru a putea ulterior extinde aceste concepte. In
cazul sistemelor fara timpi morti, ele pot fi regasite in lucrari de specialitate precum [5].

Unul dintre conceptele de baza ale Teoriei Riccati este tripletul Popov, care, impreund cu alte
clemente de bazi, furnizeaza un fundament pentru dezvoltari teoretice ulterioare.

Definitia 2.1 (Tripletul Popov) Vom numi un Triplet Popov un triplet de matrice.

5= 1@ Li_pr
—(A,B,P), P— LT R :P H (21)
unde AeRnxn’B eRnxm’QeRnxn $1 PE R(m+n)x(m+n)‘

Cu orice triplet Popov putem asocia un indice cvadratic de performanta, definit de urmatoarea functionala:

J= Iw(t) P w(t)dt unde w(t) = x() 22)

u(?)
iar intre doud triplete Popov poate exista o relatie de echivalenta. Conditiile necesare pentru ca doud
triplete Popov s fie echivalente sunt descrise in urmatoarea definitie.

Definitia 2.2 (Echivalenta Tripletelor Popov). Doua triplete Popov

> =(4,B,P),
~ R (2.3)
S =(4,B,P)
sunt (X, F) echivalente, in notatia compacta

X,F
T~ 2 2.4)
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- . o . R T N N
dacd existd doud matrice '€ R™"si X = X' € R™" astfel incat

A=A+BF,

B =B,

O=Q+LF+F'L" +F'RF + A" X + Xi, 2.5)
L=L+F"R+XB,

R=R

Un alt element important asociat cu tripletul Popoov este matricea de disipatie, definitd in modul urmitor:

A" X +X4+0 L+XBJ

2.6
B'X+1" R 0

D, (X)= [
Ea ne ajuta s& definim Sistemul Algebric Riccati in timp continuu (CTARS) asociat Tripletului Popov 2

D, (X )[;} =0 2.7)

avand drept necunoscute matricele £ € R™” si X € R™ . Daca inlocuim F in (2.7) obtinem Ecuatia
Algebrica Riccati in timp continuu (CTARE)

A"X +XA+Q—(L+XB)R"(B" X + L") =0, 28)
Luind X >0 si P >0 » putem considera urmdatoarea inegalitate matriceala
D (X)<0 (2.9)

ce va juca un rol important in deducerea unor rezultate ce vor urma.
Considerand un sistem liniar fara timp mort descris de urmitoarele ecuatii de stare
d
—x(t) = Ax(t) + Bu(t)
dt (2.10)
(1) = Cx(1) + Du(r)

s1 o functie Lyapunov de tipul

V(x(0) = x" (1) Xx(2) 2.11)

in cazul in care existd o pereche de matrice X > 0 si P >0 astfel incat ecuatia (2.12) si fie satisfacuta

; . AX+x4 B'X] [0 L]x0)
() u (z)][ o . J{L, RJ L(Z)Jso 2.12)
atunci
d , , O L x(0)
EV(x(t))ﬁ—[x *) u (z)]L, RL@J 2.13)

Din moment ce am considerat P > () inegalitatea (2.13) implica

%V(x(t)) <0 (2.14)

Aplicand criteriul Lyapunov de stabilitate si tindnd cont de (2.14), rezultd ci sistemul (2.10) este
stabil. Integrand (2.13) obtinem

ji V(x(t) <—J 2.15)
Jar
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Din moment ce sistemul este stabil, atunci cand 7 —> 00 rezultd cd si V(x(t)) = 0O si coreland acest
fapt cu (2.15) obtinem

xi Xxg 2 J (2.16)

Acest rezultat ne oferd o limitd superioard a indicelui integral. Minimizénd termenul stang al inegalitatii

anterioare (xg XX, ), minimizam costul global (efortul de aducere a sistemului in starea de repaus).

Observatii

Functia Lyapunov poate fi vazuta ca o reprezentare a potentialului acumulat in sistem la momentul
actual. in cazul unui sistem stabil, desigur derivata unei asemenea functii trebuie sa fie negativa pentru a
asigura convergenta spre starea de repaus.

Dintr-o perspectiva practica, matricea de disipatie D, (X) poate fi vazuta ca fiind punctul de pornire in

introducerea Tripletului Popov. Prin existenta unei solutii la inegalitatea Dy (X) <0 ea devine un mod de
a formaliza conditiile in care putem garanta o anumita rata de descrestere a potentialului acumulat pe stare.

Indicele integral J este, de reguld, o functie cost §i, in multe probleme de control automat, este un
mod de a defini un obiectiv care trebuie minimizat.

Echivalenta a doud Triplete Popov descrie de fapt acea reactie dupd stare, care iti permite pentru
sistemul in bucld inchisd garantarea unei anumite rate de descrestere a potentialului acumulat pe stare.
Marginea inferioard, in acest caz, este definita de Tripletul Popov. Termenul de triplet Popov, si nu de
matrice Popov, a fost probabil introdus pentru a evidentia separarea dintre conditiile legate de vectorul de
stare si cel al intrdrilor.

3. Teoria Ricati Generalizata pentru sistemele cu timp mort

Bazindu-ne pe rezultatele prezentate pand acum, vom ilustra cum unele elemente ale teoriei Riccati
clasice se transforma in cazul sistemelor cu timp mort. in analogie cu cazul fara intarzieri, vom construi
un set similar de obiecte si concepte pentru aceastd clasd de sisteme cu intentia de a obtine un cadru
teoretic similar.

Vom considera un sistem liniar cu multipli timpi morti concentrati, al carui model este descris de
urmatorul sistem de ecuatii:

%x(t) = Ax(t) + ZL: Ax(t—7,)+Bu(t)

y()=C x(1)+ EL: C, x(t—7)+Du(r) (3.1)

x(t)=¢(t), t€ [— max(r,,...,z'L,O)]

unde A, 4, € R™, BeR"™, C,C, e R™, DeR" sit, >0, Vi=1:L.

Pornind de la acest model de stare, vom defini echivalentul Tripletului Popov in cazul sistemelor cu
timp mort ca fiind urmdtorul set de matrice.

Definitia 3.1 (Set Popov) Vom numi un set Popov un set de matrice avand urmitoarea structurd

0

=P, 3.2
I R (3.2)

T=(4,4,....4,,B,P), P=

unde 4, A,..., A, R, BeR™, Q€ RO p e R i Re R™™.

Vom defini, de asemenea, o relatie de echivalenta intre doud seturi Popov, descrisa de urmatoarele conditii:

Definitia 3.2 (Echivalenta a doud seturi Popov). Doua seturi Popov
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T=(4,4,,...,4,,B,P) si
Ye(id...d.5 P
vor fi numite (X, X,,..., X L,]*:' ) echivalente si vom scrie
XX\ X F
~ T
dacd existi o matrice [ e R™ L) si un set
definite X', X|,..., X, € R"" astfel incat
A=A+BF,
A, = A, + BF,,
A, =4, + BF,
B =B,
Q=Q+LF+I57LT+I5TR15+/3T)?T+)Z21+S,
L=L+F"R+XB,
R=R.
unde
X
N 0 N A
X=|_|F=[F F Fl A=[4 4
0
r L N
X,
il
S = _X1
L _XLJ

(3.3)

(3.4)
de matrice simetrice i pozitiv

(3.5)
AL] 31

(3.6)

Vom putea asocia cu setul Popov urmitoarea functionala Lyapunov, utilizata frecvent in lucrari de
specialitate in cazul sistemelor cu timp mort (vezi [2], [6] sau [7] spre exemplu):

V(x,0) = x(t)" Xx(t) + ZL: j x(t+5)" X x(t +5)ds,

i=l _
T,

si considerand starea agregatd w(z) ca fiind

x(¢)
x(t—1,)

~

w(t) =
x(t—1,)

L u(@) |
putem defini indice integral J
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J = jwr (t) P w(1)dt, (3.9)

unde matricea P este simetric si are urmatoarea structurd

L
P= l:LQT R:I i Q c R(L+1)n><(L+1)n i Le Rm><(L+l)n $i Re Rmxm )
Observatii

in cazul sistemelor cu timp mort, Functionala Lyapunov poate fi vdzutd ca o reprezentare a
potentialului acumulat in sistem la momentul actual tinind cont §i de starile intarziate care afecteaza
dinamica sistemului. Reactia poate fi facutd, in acest caz, nu doar dupa starea curentd, ci si dupd starile
intarziate. Considerand un interval de timp cuprins intre 0 si 9° putem obtine urmitorul rezultat.

Propozitia 3.1 Considerand ca sistemul descris de ecuatia (3.1) este stabil si fiind date doud seturi
_ X Xp o X F
Popov echivalente T si T (T ~ T') are loc urmétoarea relatie

T =J, —V(x,0) (3.10)
Demonstratie. Dacd definim

x(1)

x(t—1,) i

x(t) =

1

x(t—1,)
x(t)
x(t—1))

W(r) = : =
x(t—-1,)

Lu(t) — Fx(t) - zLj Fx(t-1,)

— f(t) _ ]n(L+1) 0 f(t)
“luy-Fx@)| | -F I, ]u(®]

obtinem

@3.11)

I = ?VVT (1) P (1)

_°] 2] S _FTQ+LE+F'L" +F"RF L+F R+XB |1, O || %) e
JLu() o I, L' +RE+B" X" R —F I, ||u(@)
' M L N - B
ATX+XA+Y X, X4, - X4, XB
i=1
_:]' )Ac(t) ! [n(L+l) _ﬁr AlTX _Xl —In(L+1) 0 )Ac(t) dt
duy| | o 1, 5 | -F 1]
Al X -X,
T
L B X B
(3.12)
Putem rescrie formula (3.12) astfel:
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xt) T x(?)

o X(t=1)

0 1 x(t -1,) .
Jy = : K J : dr + —th.
; L' R

(.13)
dt
x(t_z-L) x(t_z-L) !

u(?) u(t)

Din moment ce am considerat sistemul (3.1) stabil, va rezult
si, in acest caz, obtinem

Jo=J, —V(x,0)

acd V(x,1) > 0 atunci cand 7 — oo

(3.14)
Putem asocia acum matricea de disipatie
_ oL
AX+ XA+ X, X4, .. X4, XxB
i=l
Al x - X, 0O L
D, = . + (3.15)
5 . L R
Al X -X,
B'x
si Sistemul Algebric Riccati in timp continuu (CTARS)
1
n(L+1)
D,‘[ ﬁf J:O (3.16)

In definirea conditiilor de echivalentd, am considerat o reactie dupa starea curenti si starile intarziate,
Daci luam in considerare doar cazul reactiei dupi starea curentd, matricele E ,i=1:L devin 0.

XXX, F

Propozitia 3.2. Fiind date dous seturi Popov echivalente T ~ T, daca

D, <0 (3.17)
atunci JT <0.

Demonstratie. Din (3.1 7) obtinem

T
[n(Lw:l) 1n(£+l) DT [n(£+l) [n(Li-l) < O (318)
-F 1| F o1 Fo1| -F 1
T
]n(Lrl) ]n({:-fl) D’r ]n(£+]) ]n(L-:l) <0
-F I | F 1 Foor|-F 1

sau

T
[n(L-:]) ﬁ ]"(Ltl) <0 (3.19)
SE D I

de unde rezults J. ; <0.

Teoria Riccati generalizati ofers un cadru
in controlul automat. Printr-
putem gasi conditii sufi

general pentru determinarea unor proprietati fundamentale
0 alegere corespunzitoare a matricelor O,L si R i impunand D, <0
ciente de existenta pentru determinarea unor proprietati structurale.

Considerand urmitoarea matrice bloc

Revista Romani de Informatica si Automatica, vol. 18, nr. 4, 2008

71




¢=lc, ¢,, - ¢ ] (3.20)

putem defini urmitoarele seturi Popov in particular, care, impreund cu Dy <0 oferd conditii de
suficientd pentru stabilirea proprietatilor asociate.

a) Tp:(A,Al,...,AL,B,éTé,éTD,DTD) 3.21)
- setul de pozitivitate

b T =(4A4,....4,,B,C"C,C"D,I+D'D) (3.22)
—  setul normalizat

o T =(4,4,...,4,,8-C"C~C"D,y’1-D"D) (3.23)

- setulde ¥ contractivitate.

4. Stabilizarea sistemelor cu timp mort cu cost cvadratic garantat

Considerand sistemul cu timp mort descris in (3.1), vom defini urmatoarea functie cost
J = [T (00x(0)+ u” (1) Ru(t) dt @.1)
0

Vom cauta o lege de comanda obtinutd prin reactie dupd stare # = Fx astfel incat sistemul in bucla
inchisa sa fie stabil si functia cost sa fie limitata sub o anumita valoare. Indicele integral, definit in [4.1],
este desigur o variantd simplificatd a cazului general prezentat in [3.9].

Teorema 4.1 Daci existd o multime de matrice simetrice si pozitiv definite X, X 1:---’X L sio

matrice Fastfel incat sa fie satisfacutd urméatoarea inecuatie matriceala

B L 7]
(A" +F'B)X + X(A+BF)+ Y X, +Q, +F'RF X4, - XA,
i=1
Al X - X, <0 (42
L ALTX —XL_

atunci sistemul descris in (3.1) este stabil in bucla inchisa, iar functionala integrala definitd in (4.1) va
satisface conditia J <V (x,0), unde V a fost definité in (3.7).

Demonstratie. Ca o prima remarcd, putem considera matricea pondere @, ca fiind blocul superior
stang al matricei O din (3.9) corespunzitoare starii curente ( O = Onim )-

intrucat Q, >0 si R >0 din (4.2) rezulta

_ . .
(AT + FTB)X + X(A+BF)+ Y. X, X4, - XA,
i=1
Al X - X, <0 (43)
L ALTX ‘XL_

ceea ce implica faptul cd sistemul in bucla inchisa este stabil.
Din (4.2) si Propozifia 1.2 rezulta J; <0, iar din Propozitia 3.1 obtinem

Jz=J; =V (x,0) (4.4)
de unde rezultad
J; <V (x,0) 4.5)
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Intrucat inegalitatea (4.2) nu este liniard in X si F, vom inmulti cu X' din ambele parti si daca

notim Z =X "', Z, = X' X X"',i=1:L s ¥ = FX " obtinem

B L ]
ZA"+Y'B" 4 AZ+BY+Y Z, +720,Z+Y'RY AZ .. A,Z
i=l

z4! ~Z, <0 (4.6)

ZALT _ZLJ

care dupd aplicarea complementului Schur devine:

L
(ZAT+YTBT+AZ+BY+ZZI. VA Y 4z - o4,z
z T
Y -R <0 (47)
zA! - Z,

ZA] -Z, |
Corolar 4.1 Daca exista o multime de matrice pozitiv definite Z Zy,...,Z, si o matrice Y astfel

incat este satisfacutd LMI (4.7), atunci sistemul cu timp mort descris de (3.1) este asimptotic stabil si
costul este marginit de urmatoarea inegalitate:

L 0
J<x(0)' Z %0+ [x(s)" 22,2 x(s)ds 4.8)
il 7
Termenul drept din (4.8) reprezinta de fapt V' (x,0) unde am inlocuit Z=X',
Z=X"'XX"i=1:L.

Exemplu:
Considerand un sistem cu timp mort avand urmitoarea dinamica a stirii:
d
g—x(t) =Ax()+ A x(t 1)+ Bu(r) 4.9
1
unde

A . ’Al = 3B = 3
0 -2 0.5 0 2
x(z):m, tel[-1,0]

si considerand urmitoarele matrice pondere in (4.1)

0 I 0 i R—1 )
= SIR = (4.11
Lo

dupd rezolvarea inegalitatii matriceale liniare descrise in (4.7) obtinem

F= [13.1 130 - 0.8034] si matricele pondere
v _[181619 -13980] 12262973 -21.6765
113980 03942 |V TN T 216765 23940

iar indicele integral (4.1) va avea urmitoarea limiti superioard J <201.0985.

(4.10)
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5. Concluzii

Scopul acestui studiu este sa extinda (generalizeze) cateva rezultate din Teoria Generalizatd Riccati in
cazul sistemelor cu timp mort si sa deschid calea unor cercetari ulterioare in acest domeniu. Extinderea
acestei teorii in cazul sistemelor cu timp mort are desigur o valoare teoreticd, fiind facuta in premiera in
limitele cunostintelor noastre. Este, in acelasi timp, o oportunitate de a prezenta succint unele legaturi
intre concepte abstracte ale acestei teorii si aspecte concrete ale controlului automat evidentiind i un
potential practic al unei abordari vézute traditional in principal dintr-o perspectiva abstracta. Lucrarea de
fatd deschide, de asemenea, calea extinderii, in masura posibilului, a intregii Teorii Generalizate Riccati
in cazul sistemelor cu timp mort, in studii de specialitate viitoare.
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