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Rezumat:

in lucrare sint prezentate unele rezultate recente fn domeniul
stabilitiifii robuste a sistemelor liniare continue si discrete. Publicarea
acestui articol a fost determinatd de intensitatea mare a cercetirilor
In prezent i ritmul alert de cregtere a numdrului de publicafii fn acest
domeniu pe plan mondial.

1. Stabilitatea robustii a sistemelor liniare
continue

1.1. Criterii algebrice de stabilitate robusti

In conferinfa sa [1] din 26 mai 1991, la Asociatia
Oamecnilor de $tiintd din Bucuresti, cunoscutul om de
stiingd [a.Z. TzApkin a prezentat stadiul actual al teoriei
sistemelor robuste si relansarca acestei teorii,
provocatd de scenzationalul articol a lui Kharitonov,
[ 2 ](publicat in 1978). Acest tinidr matematician a
trimis spre publicare articolul respectiv la o revisti din
provincie, dar a fost respins in 1977 ca lipsit de interes.
Articolul a fost totusi publicat in anul urmitor. fn acest
articol, este demonstratd teorema "slabi" a lui
Kharitonov. Aceasta stabileste conditia necesarit si
suficicntd ca si fic hurwitzicne toate polinoamecle din
familia:

n T (1
p(sia) = apgta;s+...+ags ; a=[ag,a,...a,] M

in care cocficientii sint mutual independenti si apartin
- unci mulgimi A € R""! situaet in semispatiul an>0,
adicd valorile cocficientilor apartin unui domeniu A de
formd hiperparalcelipipedici

ai = a; <7 (2)

(reprezentat in R® s R”fn ligura 1 i figura 2).
Rezultatul teoremei "slabe" a lui Kharitonov este cd,
din intreaga familie, numai 16 polinoame pi(s, @, ai)...
Fm(:s, aj, i) sd fic hurwitziene.

n 1979 este publicatd tcorema "are" a lui Kharitonov
[ 3 Jcare aratd ci, pentru ca (1) s fic hurwitzian, cste
necesar si suficient ca numai patru polinoame si fic
hurwitziene. Polinoamele lui Kharitonoy sint:
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3
pp(s) = g0+z_1is+2rzsz+}f s"+a 94+gsss+... )

—"
- T I T
P2 (8) = Ay +0 S+ a8  +a,s 8™+
R T S
P3 (8) = Wy HT S +a,87 s HTS HTgs +...
NSRS A
P4 (8) = Tyt 5428 "+ T8 +T,s +ags +...

Rezultd ¢, pentru ca zerourile intregii familii (1) s2 fic
situate in semiplanul sting al planului complex, cste
suficient ca numai sistemcle aferente anumitor patru
colturi (din cele 2" colturi) ale poliedrului (2) sd aibi
zerourile plasate Tn semiplanul sting al planului com-
plex.

1.2. Criterii frecventiale de stabilitate
robusta

Evident, se poate folosi pentru fiecare din polinoamele
(3) criteriul Mihailov sau Cremer-Leonard [ 4 ], care
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cer: pentru ca un polinom pi(s) de grad n s fic hurwit-
zian, trebuic cahodograful pi(j w), (variind w intre 0 $i
) sd parcurgd n cadranc in planul (u, v) in ordinca I,
AL AV, Wiss:

a) Abordarea frecveniald a teoremei Kharitonov [5, 6)
Presupunem cd polinomul caracleristic cu parametri
neperturbati,

ag, 8y,

5 [‘ s *:IT (3.1
a4 =
este hurwitzian gi cd variatiile parametrilor
polinomului (1) sint de tip "bandd":
T H 3.2

fn acest caz, fixind pulsagia la o valoarc w = 0 si variind
parametrii #j, ob{inem o multime de valori Q(w):

p(jw) = (jw—s,(a))(jw —s,(a))...(jo—s(a))
= U(w) + jV(w)
U(w) = a5 — azw2 + a4w4 = e “4)

V(w) = a0 — a3w3 -+ asws —_—

in carc p(jw) € Q(w) iar si(a) sint riddicinile
Folinnmului caracteristic (1).

n planul (U, V), conturul acestei multimi Q este un
dreptunghi, deoarcce existd V(w), V(w) si U(w), U(w)
corespunzdtoare multimilor de valori @ si_ din A:

U(w) = U(w) = Uw) )
V(@) = V(w) = V(w)

In care, conform (4) (fig.3):

U@) = a5 - T0’ + 3,0 — .. )
U(w) =T, — a, (@?) + T, (") — ...

Viw)=2a,w —H3w3+335w5—-...

3 s
V@)=23,0 -0 + e @ - ...
Gradul tuturor polinoamelor din familia (1), (2) esten,
deoarcce an>0. Intrucit ridicinile si(a) trec de la

polinomul stabil p* (jw) neperturbat la un polinom per-

lurbal p(jw) instabil, aceasta presupunc intersectarea de -

ctre o raddcind a axei imaginare (si (A)=%xjw ) cind (4)
devine p(jw)=0. Deci, pentru ca familia (1), (2) de
polinoame sd fie stabild, rebuic ca P*(s) s fie stabil §i ca:

O & Q(w) ¥

In conditiile (7, construind domeniile (5) pentru toate
valorile) € w = o, colturile dreptunghiului din figura
3 evolucaza dupi hodografele lui Mihailov. Ficcare din
colturile dreptunghiului corespunde unuia din
polinoamele Kharitonov (3): p1(s) - coltul (1, V), p2(s)
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= coltul (L1, V), pa(s) - coljul (T, V) §i pa(s) - col{ul (T,
¥) cafn figura 3 si, ca atare, pentru ca familia (1) de
polinoame sd lie stabild trebuice ca cele patru hodografe
Mihailov s [ic stabile.
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Fig.3

b) Criteriul Poleak - Tzdpkin (P/Tz) de stabilitate robustd
fn lucrarca [6] sint prezentate patru criterii frecventiale
echivalente pentru stabilitatea robustd. In continuare,
este prezentat cel mai interesant criteriu din punct de
vedere practic.

In abordarea frecventiald a stabilitatii robuste, in [6]
sint introdusc restrictiile (2) intr-o formi mai general
(fig.1):

la-a] | Sy i=0,1,.,n @)

* . . - .

in care a; - valorile nominale ale polinomului neper-
turbag; y - amplitudinea perturbatiilor pe coclicienti (y
>0), iar ai sint cocficienti de scard ai perturbaiiilor
Fcnlru liccare parametru,

n formularca (2) avem a;=(@@i-)/2 iy = 1. Scopul
aplicrii criteriului ﬁ‘ccvcngial P/Tz dec stabilitate
robustd cste si se determine amplitudinea maxima
Ymax & perturbatici parametrice pentru care mai poate

fi garantatd stabilitatea robusta.
fn acest scop, se construicsc polinoamele:

U*(w) = a; = a; w? + a; B g ©)
Vw et *
—~?u(—)~ =V (w) = ay

S(w) = a, + azw?‘ + a‘1w4 By

* 2 * 4
— 0" + a0 ...

2
T(w) = a; + aw” + a5w4 Hns
sise introduc expresiile:




Ut o "\;"‘ & (10)
x(w) = S(c(u)) , respeetiv. y(w) = T(Eu))

Formularea criteriului P/Tz. Pentru stabilitatea robusti,
In conditiile (8), este necesar i suficient ca
a: S » a; >y ay, dar hodograful, descris de
virful fazorului z(w)=x(w)+jy(w) prin modificarca
pulsatici @ intre 0 si o, si treacii succesiv prin n
cadranc (in ordinca I, II, I11, IV, I, IL,...) fard sd interscc-
teze patratul (+y, + ) cu centrul in origine. Astfel,
valoarca maximd a amplitudinii y s¢ obtine prin con-
struirca patratului maxim inscris in hodograful z(w)sau
din perechea de restrictii:

A
¥ < x(0) 2'2%

-
a
y < |x(®)]| = &"3 pentru n par §i

¥ o)

a
7 < |y(«)| == pentrunimpar.

al‘l

Sc observd ¢l aici totul este normat (adimensional), atit

hodograful P/Tz cit 5i banda de variatic a parametrilor,
* * 10.2

iln—ﬂu|=!ﬂl—31|= ol

_
b= ) oy

In figura 4 cste prezentat exemplul [6] al hodografului
P/Tz pentru polinomul caracteristic n=6:

a”=(433,5 667,25 502,72 251,25 80,25 14,0 1,0)
a=(43,3533,36 25,137 15,075 5,6175 1,4 1,0)(103)

Y

1y

Fig. 4

Pentru acest caz, rezult ynux=1, 20.

fn raport cu aplicarca dircctlf a tcoremei Kharitonov,
criteriul freevential de stabilitate robustd prezinti
urmdtoarcle avantaje:

— Se construicgte un singur hodograf in loc de
patry;

= Se¢ determind ugor amplitudinea maximi a per-
turbatici parametrice ymax;

— Hodograful z(w) are capetele finite §i poate fi
ugor scalat, spre deoscbire de hodograful
Mihailov care este dificil de scalat deoarece
P()= .

c) Criteriul frecvential de stabilitate robustd in cazul
restricfiilor eliptice

fn uncle cazuri, parametrii nu se pot modifica inde-
pendent, ci existd anumite restrictii comune asupra
tuturor parametrilor. Un caz ar putea i cel al
restrictiilor eliptice:

IIS_", !“i"‘"i*}zsyz (1)

i=0 ai
In care semnificatia notatiilor este aceeagi ca mai sus.
Este clar ci, dcoarcee pentru (11) este valabild in-
. » . .
cpalitatea |a; — g l S yap,oriced, s¢ poate aplica
criteriul de stabilitate de mai sus. Pe 0 asemenea cale

rezultdi doar conditiile suficiente ale stabilititii robuste.
Conditiile necesare si suficicnte, similare cu cele de mai

sus, au urmdtoarca formi. Fic U'(w) §i V*(cn) cele din
(9) iar:

S (w) = (ag + c:t?fl(,o‘1 + aqzw + ...)1'[2

T (w) = (ag + a§w4 + aiws + ...)”2 (12)

Fig. 5
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Criteriul stabilitdtii robuste pentru restrictii eliptice,
demonstrat in [6], prevede cd, pentru stabilitate robustt
in conditiile (11), cstc necesar si suficient ca

a: =t ag >y ag,iar hodograful z(w) =x(w) +j y(w)
sd parcurgd n cadranc (cind w sc modifici intre 0 §i e ) si
sd nu intersecteze cercul de razi y cu centrul in origine.
fn figura 5 este dat hodograful in conditiile cliptice §i
cercul fnscris in hodograf de raza maximi y, . pentru
exemplul anterior, dar cu restrictii cliptice.

Astfel, valoarca maxima a amplitudiniiy pentru care este
asiguratd stabilitatca robustd s¢ determind, fic trasind
cercul inscris in hodograful z(w), fic din conditiile
y < x(0), y<| x()|,¥ <| y()|. Incxemplul de maisus,
y max=2,70 $1 deci este mult mai mare decit in cazul
restrictiilor paralclipipedice ymax =1,20.

Tot asa de importantd este problema stabilitiitii robuste
a sistemelor discrete, care nu admite solutii de tipul
teoremei Kharitonov.

2. Stabilitatea robusti a sistemelor discrete

2.1. Dificultitile extensiei
Kharitonov la cazul discret

teoremei

Dupd publicarca lucrdrilor privind aplicabilitatca
teoremelor Kharitonov privitoare la stabilizarca
robustd a sistemelor continuc, s-a crezut ¢ extinderea
acestor proceduri este simpld pentru cazul sistemelor
discrete. Ulterior, s-a constatat ¢, desi problematica
poate fi abordatd similar procedurilor Kharitonov,
prelungirca teoremelor nu cste posibild intr-o formi
directd.

Pentrusistemele discrete, apelind la metodele transfor-
matei Z, problema stabilititii sistemului se reduce la
stabilirea conditiilor in carc polinomul in z(ccuatia
caracteristicd):

(13)

ar¢ rdddcinile situate in interiorul cercului de razi
unitate |z| < 1.

Prima incereare, brutals, a fost de a prelua teoremele
Kharitonov exact cum au fost formulate, dar aplicindu-le
unor polinoame in z, cu conditia de locatic mai sus amin-
. S-a demonstrat ¢ acest lucru este valabil pentru
-polinoame in Z de cel mult gradul 3, cu coclicicntul
puterii celei mai mari unitar [ 8,9 . Pentru polinoame de
grad mai mare sau cgal cu patry, tcoremele nu mai pot fi
extinse pentru cazul sistemelor discrete.

Observatie:

Aplicarca directi a teoremelor Kharitonov pentru sis-
teme discrete este posibild dacd, utilizind o transfor-
marc de coordonate convenabild, interiorul cercului de
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razd unitatedin planul lui zva corespunde semiplanului
sting al planului variabilei de transformare.
Considerind polinomul caracteristic in forma (13), in-
troducem schimbarea de coordonate

o 1+w (14)
TTew

Conditia de stabilitate a sistemului se reduce Ia locatia
ridédcinilor ccuatici

n k. (15
S0 =3 2 Gf—:) =0 - )

in semiplanul sting. fn acest caz, nu se pot aplica
teoremele Kharitonov, deoarece cocficientii ccuatici

rezultate sint combinatii liniare ale coclicientilor
ccualtici initiale,

2.2. Unele rezultate in cazul discret

Un prim rezultat analog metodelor Kharitonov pentru
sisteme discrete este prezentatin [10] .
Teorema 2.1 Fic clasa polinoamelor

S(z) =i=§;0 a,_7, a,€ [a,5] o

astfel ¢d, pentru oricare isn/2, cocficienti ai $i ap.i-

variazA intr-un domeniu dreptunghiular, ca in figura 6. In
cazul in carc n este par, cocficientul ayz variazi in
ccartul [an2, 2] .

fnaceste conditii, polinoamcle in familia S(z), generate
prin restrictiile asupra cocficientilor, vor fi stabile daci
vor fi stabile toate polinoamele cu cocficienti fixa{i pe
toate combinatiile posibile de virfuri A;, inclusiv
punctele [ans, dnz2] in cazul n par.

(Totalitatca virfurilor care genercazi familia de
polinoame este 2" *1),

Teorema prezentati este analogll teoremei Kharitonov
din cazul continu.

. Observatie

Manicra de a restricfiona variatia coeficientilor (v.
fig.6) este impropric aplicatiilor concrete, caracterizate
prin variatii de tip interval. Micsorind cvident
domeniul de variatic admis pentru parametri, o cons-
tructic geometricd simpld permite restrictionarea
cocficientilor Ja variatii de tip interval (v. fig.7)
Teorema prezentatd permite testarea conditiilor de
stabilitate robusti pentru sisteme discrete, cu obser-
vatia ¢, in cazul unui grad mai marc al polinomului
S(z) , numdrul polinoamelor "de virf" ce trebuie tes-
late creste considerabil (pentru n=10, numirul
polinoamelor testate va fi 2“=2048). Accest in-
covenient este inliturat in lucrarca [ 11], in care este
prezentatd o teoremdi similard teoremei "tare"
Kharitonov.
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Fie in continuare polinomul caracteristic (13)
n ; (16.1)
S(z) = 'Eu a i, € [3,7]
1=
pentru care asocicm polinoamele simetrice si
antsimetrice:
h(x) =4 [S () +2"S (2] (7
8 =% [S(2) - S (7)) .
Elementar deducem citeva proprictiti
i) S() =h(z) + g(z)
" gl ¥ o ~k
i) h(z) =+ DO - e o e T TR =
= ey P k=p " K
[ n n ;
z-% E:ln_k zk-i- ) C z"“hjl =
(= k=0
4 {m K (19)
Fa b (@—x +a)z :[
k=0
i) g =i|S a_Ka$ o ok
£(z) = 2 e dy—xk? *hg—‘;() g =
1E k (20)
=52 (@ _,—a)z
7}::0 n—k L)
Din (B.8) rezulti cu usurinti
s B g (21
E)=5|2 a4 =% = | =0
] = 120 s
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n o . 22)
K1) =%[k§0<a,,_k ~(=1) an—k)(—l)“J (

si pentru n par g(-1)=o.

Conform unui rezultat prezentat de Mansour §i Krauss
in [ 11 ], pentru ca S(z) sd aibi ridicinile situate in
interiorul cercului de razif unitate, este necesar §i sufi-
cient ca:

— zerourile lui h(z) si g(«) s& fic simple, situate pe
cercul de razft unitate  |z|=1 §i avind partca
reald distribuitd alternant in lungul axei reale $i
lanfao | < 1.

Avind in vedere forma (19) §i (20) prezentats,
polinoamele h(z) si g(z) vor fi:

n ; (23)
h(z) = 3 b“_iz'
i=0
§i respectiv
n . (24)
g(z) = E Cn—-izl
i=0
in care:
_—ity g3 (25)
Q= T O G e e

Cum Jap/ap| < 1, rezulth ¢ by, ¢y sint coclicienti
pozitivi. Impunind ca ridicinile lui g(z) sih(z) s fic pe
cercul de razii unitate, obtinem:

o2 (26)
h(z) = bo_Hl @ —20z+1)
=

2 (n/2)—1 (27)
8(2) = 0 (° ~1) (@ =202+ 1)

i=1
in care am considerat n par, iar J; §i o; constituie parti
reale ale riddcinilor din interiorul cercului de razi
unitate.
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Proicctind h(?.? si g(z} in lungul axei reale, obtinem
polinoamele h' (%) si g (2).

Teorema 2.2: Considerdm ccuatia caracteristic S(z), cu
restriclii de tip interval asupra coclicientilor b; si ¢
prezentate prafic in ﬁgur:ln 8. Crlmdit'in de alternantd a
radicinilor polinoamelor h'(z) si g () in intervalul (-1, 1)
e¢ste  ca, pe  acest interval, polinoamecle
(W, ), (b, "), (W, g), (W, 7)) si fie stabile.

Accastd teoremd constituic cchivalentul in discret al
teoremei "tari" Kharitonov.

Observatie

Utilizarca teoremei 2.2 reduce considerabil numdirul
variantclor ce trebuie analizate,

Un rezultat interesant prin care se fixeaz o procedurs
de evaluare a ccartului de variatic a cocficientilor
ccualici caracteristice, sistemul rdminind stabil, cste
dat dc C. B. Soh in lucrarca [ 12].

G i!___f\iz Ai3
L“—1‘3—\1':1 (A
| 1 pra
i
Fip. 8
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